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ВВЕДЕНИЕ 
  
Исследования нестационарных задач небесной механики являются 

актуальными как в плане фундаментальных исследований при разработ-
ке качественных, аналитических и численных методов, так и в отноше-
нии практических приложений к ряду насущных задач исследований 
движения искусственных и естественных небесных тел. Сейчас достиг-
нутые успехи в области моделирования нестационарных схем задач не-
бесной механики и потребности развития науки и техники приводят к 
необходимости учета диссипативных факторов для создания высокоточ-
ных теорий движения космических аппаратов и небесных тел.  

История и развитие исследований по небесной механике тел пере-
менной массы описаны в ряде опубликованных отечественных и зару-
бежных изданий, статей и обзоров, например [1-9]. Исследования неста-
ционарных задач небесной механики стимулировались необходимостью 
учета фактора переменности массы, в связи с выявлением важной роли 
корпускулярного излучения в эволюции звезд, а в последующем и изме-
нением ряда других физических характеристик, в развитии гравитирую-
щих систем ближнего и дальнего космоса.  

Реальные гравитирующие системы являются по существу нестацио-
нарными. Наблюдательные данные свидетельствуют об изменении со 
временем различных физических параметров гравитирующих тел и ряда 
других важнейших в динамическом отношении характеристик в процес-
се эволюции. В связи с этим является актуальным исследование задач 
небесной механики, учитывающих различные факторы нестационарно-
сти и позволяющих выявить динамические особенности эволюции гра-
витирующих систем, существенную роль в которых играют процессы 
изменения масс и других физических параметров взаимодействующих 
тел [9]. 

В звездной динамике, также [10], исследование вопросов эволюции 
звездных систем приводит к исследованию нестационарных задач, по-
скольку все эволюционные процессы по своему существу являются 
формой нестационарного движения звездных систем. Однако, как отме-
чено [10], следует признать, что решение и даже формулировка задач 
нестационарного движения является достаточно сложной [10-14]. Со-
вершенно закономерно рассмотрение стационарных задач подводит 
вплотную к необходимости в виде следующего шага перейти к рассмот-
рению нестационарных процессов, которые и послужат основой научной 
теории эволюции звездных систем.  
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Методы небесно-механического описания кратных звездных систем 
и космических объектов с учетом диссипативных факторов эволюции, 
включающие различные факторы нестационарности гравитирующих 
систем, являются новыми и могут выявить качественные свойства и осо-
бенности гравитационного взаимодействия в таких системах. 

Значительная часть наблюдаемых звезд являются двойными. Изуче-
ние двойных звезд всегда занимало одно из центральных мест в звезд-
ной астрономии нового времени, хотя основное направление работы из-
менялось: от регистрации факта двойственности к изучению орбиталь-
ного движения, физических свойств компонент, образования и эволю-
ции тесных двойных систем [15]. Целые классы традиционных и вновь 
открытых звезд оказались обязанными всеми своими основными осо-
бенностями факту их двойственности.  

Отмечено [15], что подавляющая часть звезд нашей Галактики вхо-
дит в состав двойных систем. Около половины их являются тесными 
двойными. Двойственность значительно обогащает эволюцию ком-
понент, и в первую очередь это относится к тесным двойным звездам, 
компоненты которых взаимодействуют в ходе эволюции. Кроме этого, 
как показали работы последних лет [15], целый ряд интересных типов         
звезд – новые, симбиотические звезды, катаклизмические переменные, 
звезды Вольфа-Райе, рентгеновские источники – являются тесными 
двойными звездами. Все это привлекает особое внимание к исследова-
нию двойных звезд, как с наблюдательной, так и с теоретической точки 
зрения. Исследование динамической эволюции тесной двойной систе-
мы – сложная задача и решается она только при использовании целого 
ряда упрощающих предположений.  

Исследование динамики двойных нестационарных гравитирующих 
систем необходимо для понимания многих явлений в звездных систе-
мах, так как двойственность является типичной характеристикой звезд: 
результаты исследований встречаемости двойных звезд позволяют ут-
верждать, что двойственность – весьма распространенное явление в ми-
ре звезд [15], а истечение вещества наблюдается из множества звезд раз-
личных спектральных классов [16], причем внеатмосферные наблюде-
ния показали, что истечение вещества в форме звездного ветра присуще 
всем звездам ранних спектральных классов и усиливается на поздних 
стадиях эволюции [17].   

Результаты ранних работ по корпускулярному излучению, как неко-
торому закономерному и непрерывному процессу истечения массы, 
имеющему место для всех звезд, в том числе и для Солнца, и являюще-
муся фактором звездной эволюции [18-20], получили подтверждение и 



 7 

дальнейшее развитие в наблюдательных и теоретических данных (см., 
например, [15-17]). В результате наблюдений выяснилось, что нестацио-
нарность небесных тел при истечении либо аккреции массы может быть 
связана с дополнительными сопутствующими факторами переменности 
размеров и формы самих тел.  

Основой изучения динамики двойных стационарных гравитирую-
щих систем является задача двух тел (материальных точек) постоянной 
массы – классическая кеплеровская задача двух тел. Описание динамики 
более сложных кратных систем базируется на хорошо разработанной в 
небесной механике теории возмущений. Многие результаты по динами-
ке гравитирующих систем получены на основе уже более сложных задач 
трех и многих тел небесной механики.  

Основой изучения двойных нестационарных гравитирующих систем 
является задача двух тел (материальных точек) переменной массы в по-
становке Гильдена-Мещерского, Мещерского-Леви-Чивита, объединен-
ной задачи Гильдена-Мещерского и Мещерского-Леви-Чивита.  

Задача Гильдена-Мещерского, ставшая уже классической, является 
базовой при анализе двойных систем переменной массы [21, 22]. До            
сих пор известны лишь случаи интегрируемости И. В. Мещерского,                   
Б. Е. Гельфгата для отдельных законов изменения массы. Первые случаи 
строгой интегрируемости этой задачи указал И. В. Мещерский [22] в 
1893 и 1902 гг. методом пространственно-временных преобразований 
для законов изменения массы известных в настоящее время соответ-
ственно как первый, второй и объединенный законы Мещерского. Для 
случая изменения массы звезд по закону Эддингтона-Джинса nMM   
(, n – const) первый и второй законы Мещерского соответствуют значе-
ниям показателя n = 2 и n = 3 соответственно.  

Б. Е. Гельфгат [23] получил интегрируемые случаи задачи Гильдена-
Мещерского при изменении массы двух тел по закону Эддингтона-
Джинса при значениях показателя n = 0 и n = 3/2 методом, использую-
щим квазиинтеграл энергии проблемы двух тел переменной массы. Им 
найдены [24] строгие решения задачи Мещерского-Леви-Чивита при           
законе изменения массы Эддингтона-Джинса для значений показателя            
n = – 2, n = 1,  n = 4. Рассмотрено обобщение задачи двух тел перемен-
ной массы, объединяющее схемы задач Гильдена-Мещерского и Мещер-
ского-Леви-Чивита и указаны случаи интегрируемости этой объединен-
ной схемы задачи, связанные с интегрируемостью задачи Гильдена-
Мещерского [25]. Здесь же показана тесная связь классических схем за-
дачи двух тел переменной массы – методом пространственно-временных 
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преобразований задачу Гильдена-Мещерского возможно привести к за-
даче Мещерского-Леви-Чивита и обратно. 

Исследования задач небесной механики тел переменной массы про-
водятся уже в течение более ста лет, и в ближнем зарубежье основной 
вклад в развитии этих исследований сделан российскими учеными. Ми-
ровой перечень имен ученых, как отечественных, так и ученых ближнего 
и дальнего зарубежья, а также результаты исследований задач небесной 
механики тел переменной массы в различных направлениях можно най-
ти в указанных обзорах [1-9] и в работах [26-31]. Основополагающие ре-
зультаты в становлении и развитии задач небесной механики тел пере-
менной массы принадлежат российским ученым, среди них следует от-
метить ранние работы Г. Н. Дубошина [1, 32-35] по качественному ис-
следованию форм орбит в задаче двух тел переменной массы и его книгу 
по небесной механике [36], в которой обобщается ньютоновское взаи-
модействие тел на более общие законы Вебера и обобщенные нестацио-
нарные силы взаимодействия небесных тел. Современные исследования 
в области нестационарных задач небесной механики включают, помимо 
переменности масс космических тел, и другие факторы нестационарно-
сти (переменность светового давления звезд, изменение размеров и 
формы тел, вариации гармоник геопотенциала, диссипативные явления, 
связанные с сопутствующим гравитирующим фоном и др.). В рамках 
ньютоновской механики анализируется и сопоставляется проблема из-
менения гравитационной постоянной (гипотеза Дирака [37]) и возмож-
ность одновременного изменения масс всех тел [38].  

В последнее время получено дальнейшее развитие модельных схем 
нестационарных задач небесной механики. Исследования околоземного 
космического пространства, повышение точности прогнозирования и 
определения орбит небесных тел, новые наблюдательные и теоретиче-
ские данные требуют включения дополнительных эволюционных фак-
торов в рассматриваемые модели. К числу таких факторов относится не-
стационарность различных физических параметров гравитирующих и 
излучающих тел.  

В масштабах Солнечной системы обсуждаются оценки возможных 
изменений массы Солнца, гравитационной постоянной и полуосей орбит 
планет, а также связанного с ними значения астрономической единицы 
по современным наблюдениям планет и космических аппаратов [39, 40]. 

Исследования последних десятилетий в области нестационарных за-
дач небесной механики свидетельствуют об актуальности развития этого 
направления [9, 27, 28, 41-62]. 
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Можно отметить задачи представляющие интерес для проблем не-
бесной механики и необходимые для дальнейших фундаментальных и 
прикладных исследований. Важным является дальнейшее развитие тео-
рии движения искусственных спутников с учетом сжатия Земли, сил со-
противления атмосферы, светового давления и дополнительных дисси-
пативных факторов эволюции орбит. Разработка поступательно-
вращательного движения спутника в нецентральном нестационарном 
поле тяготения. Разработка и исследование спутникового варианта огра-
ниченной нестационарной задачи трех тел. Исследование ограниченной 
фотогравитационной нестационарной задачи двух и трех тел. Результаты 
исследования указанных нестационарных задач дают новые качествен-
ные свойства движения и имеют важное значение для задач динамики 
искусственных и естественных небесных тел.  

Монография посвящена исследованию динамики двойных нестацио-
нарных гравитирующих систем на основе методов анализа задачи Гиль-
дена-Мещерского, ее модификаций, и круга вопросов, связанных с каче-
ственными свойствами решений, устойчивостью движения, кольцевой 
структурой звездных и галактических систем, расширенной проблемой 
Вайдьи по определению гравитационного поля звезды с истечением или 
аккрецией материи с учетом космологического фона де Ситтера. 

В первой главе исследуется задача двух тел переменной массы – за-
дача Гильдена-Мещерского. Методом автономизации найдены все воз-
можные законы изменения массы, при выполнении которых уравнение 
Бине задачи Гильдена-Мещерского приводится к стационарному виду. 
Для установленных законов изменения массы найдены все возможные 
траектории движения в задаче Гильдена-Мещерского. Подробно рас-
смотрен класс орбит с переменным параметром и постоянным экс-
центриситетом. Для этого класса орбит приводятся законы изменения 
массы как в параметрической форме, так и в виде явной зависимости от 
времени.  

Во второй главе методом h-параметризации, состоящим в замене 
времени в уравнениях движения новой переменной h – квазиинтегралом 
энергии, получены точные решения задачи Гильдена-Мещерского. Ис-
пользуется прямой метод – задание скорости изменения массы со време-
нем, и обратный метод h-параметризации – задание зависимости между 
массой и квазиинтегралом энергии системы.  

Подробно рассмотрен случай периодического закона изменения мас-
сы тел. Для этого случая определена орбита, ее элементы, приводятся 
качественные особенности движения и дается оценка времени распада и 
захвата в системе.  
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В третьей главе приводятся параметрические решения задачи Гиль-
дена-Мещерского, представленные через специальные функции – функ-
ции Бесселя, в которых роль параметра, подчиняющегося закону Марти-
на-Чиара, играет функция угловой характеристики движения – полярно-
го угла траектории. Полученные результаты представляют интерес для 
исследования эволюции двойных систем, анализа кометного движения и 
некоторых прикладных проблем астрономии, в которых необходим учет 
связи переменного гравитационного параметра (t), меняющегося со 
временем, с угловыми характеристиками движения.  

В четвертой главе определены частные решения задачи Гильдена-
Мещерского, для которых существует частный интеграл, связывающий 
простым алгебраическим соотношением относительный радиус-вектор и 
массу двойной системы.  

В пятой главе рассмотрена задача двух гравитирующих и излучаю-
щих тел, учитывающая гравитационное притяжение и световое давление 
взаимодействующих тел, с дополнительным предположением изотроп-
ной переменности их масс. Задача объединяет задачу Гильдена-
Мещерского, внося в нее новый физический смысл, и фотогравитацион-
ную задачу двух тел Радзиевского. Представлена эволюционирующая 
орбита задачи, в отличие от кеплеровской, с переменными элементами 
орбиты – параметром и эксцентриситетом, определяемыми параметром 
(t), интегралом площадей C и квазиинтегралом энергии h(t). Определе-
ны адиабатические инварианты задачи, представляющие интерес для 
медленной эволюции орбит, общий ход эволюции орбит двойных систем 
с излучением определяется изменением параметра (t) и общей энергии 
системы. 

В шестой главе методом полуавтономизации строится новое проме-
жуточное движение задачи двух тел переменной массы – апериодиче-
ское движение по квазиконическому сечению с переменным парамет-
ром. Выведены дифференциальные уравнения для различных систем ос-
кулирующих элементов, как в форме уравнений Ньютона, так и уравне-
ний Лагранжа. 

В седьмой главе проведен анализ систем оскулирующих элементов 
апериодического движения по квазиконическому сечению с переменным 
параметром. Исследование проведено путем численного интегрирования 
дифференциальных уравнений движения в оскулирующих элементах 
апериодического движения по квазиконическому сечению с переменным 
параметром. Показано наличие векового эффекта у аргумента перицен-
тра и практическое постоянство эксцентриситета орбиты.  
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В восьмой главе выясняются условия существования и устойчивости 
в смысле А. М. Ляпунова широкого класса спиральных и круговых дви-
жений в нестационарных осесимметричных гравитационных полях раз-
личных типов. 

Рассмотрены спиральные движения материальной точки в нестацио-
нарной звездной системе с осевой симметрией. Получены условия ус-
тойчивости спиральных движений. 

Исследуются спиральные орбиты в осесимметричном гравитацион-
ном поле, нестационарность которого характеризуется функцией , ме-
няющейся по первому и второму закону И. В. Мещерского. Установле-
ны условия существования и устойчивости широкого класса спиральных 
орбит.  

Рассмотрены круговые движения материальной точки в осесиммет-
ричном гравитационном поле при наличии сопротивляющейся среды. 
Получены условия устойчивости нестационарных круговых движений. 
Получено обобщение условий устойчивости круговых движений С. Чан-
драсекара, В. Г. Демина. 

Многообразие рассмотренных спиральных и круговых орбит опре-
деляется темпом изменения функции времени, характеризующей неста-
ционарность системы, величиной секторной скорости движения матери-
альной точки, набором начальных параметров. 

Рассмотрена небесно-механическая модель пекулярных кольцевых 
галактик типа «объект Мэйолла». Установлены критерии устойчивости 
кольцевой структуры таких галактик для соотношений масс ядра и 
кольца, а также для расстояния плоскости кольца от ядра.  

В девятой главе рассматривается расширенная проблема Вайдьи с 
учетом космологического фона де Ситтера. Известное решение Вайдьи 
уравнений общей теории относительности (ОТО) для излучающей мас-
сы обобщается на случай истечения или аккреции материи с произволь-
ной радиальной скоростью для звезды, погруженной в космологический 
фон де Ситтера. Глава девятая написана на основе результатов, полу-
ченных совместно с Э. Г. Мычелкиным. 

Полученные в книге результаты могут быть использованы при ис-
следовании других более сложных нестационарных схем задач двух и 
многих тел небесной механики и имеют важное значение в изучении ди-
намической эволюции нестационарных гравитирующих систем. 

Надеюсь, что книга будет способствовать дальнейшему развитию, 
как в фундаментальном, так и в прикладном направлении, методов ис-
следования нестационарных задач небесной механики, учитывающих 
диссипативные факторы эволюции гравитирующих систем. 
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Весь материал книги написан автором самостоятельно. В книге при-
водятся замечания, которые акцентируют внимание на те или иные 
свойства, особенности, уточнения рассматриваемых задач и методов, 
способствующих лучшему представлению результатов исследований и 
их дальнейшему развитию. Автор будет благодарен за замечания и 
предложения, которые можно направить по e-mail: bekov@mail.ru. 

Автор признателен профессору Е. А. Гребеникову за поддержку при 
подготовке рукописи. 
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Г Л А В А  1  
 

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СЛУЧАИ И  
ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ В ЗАДАЧЕ  
ГИЛЬДЕНА-МЕЩЕРСКОГО 

 
1.1. Введение 
 
Одной из наиболее известных в небесной механике тел переменной 

массы является задача Гильдена-Мещерского [21, 22]. Она охватывает 
ряд конкретных проблем в ньютоновском взаимодействии двух тел пе-
ременной массы и используется для описания эволюции двойных звезд 
при вековой потере массы за счет фотонной и корпускулярной активно-
сти. Задача Гильдена-Мещерского служит математической моделью для 
описания различных по физическому содержанию случаев движения тел 
переменной массы [1, 22, 26, 63].  

Уравнение относительного движения в плоскости орбиты имеет вид 
 

 3/)( rrtr    , dtd /)(   ,                                    (1.1) 
  

где ),( yxr 
  – радиус-вектор относительного движения одной матери-

альной точки относительно другой в плоскости орбиты, 
))()(()( 21 tmtmGt  , G – гравитационная постоянная, )(),( 21 tmtm  – массы 

тел, некоторые непрерывные функции времени .||, rrt 
   

Строгое решение задачи Гильдена-Мещерского (1.1) получено                    
И. В. Мещерским [22] для законов изменения массы 

 
 ,)()( 1  tt   2/1)()(   tt  , 2/12 )()(   ttt  ,       (1.2) 

 
называемых соответственно первым, вторым и объединенным законами 
Мещерского, и Б. Е. Гельфгатом [23] для следующих законов изменения 
массы 

 

),()(   tt  ,)()( 2  tt  
 ,))(()( 2

2211
  ttt  .01221                          (1.3) 

  
Для законов изменения массы (1.2) решение задачи (1.1) получается 

в элементарных функциях (первый закон Мещерского) или в эллиптиче-
ских функциях. В случае изменения массы )(t  по формулам (1.3) задача 
(1.1) разрешима в замкнутом виде через бесселевы функции [36]. 
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Наибольшие усилия были приложены к исследованию случая изме-
нения массы по степенному закону Эддингтона-Джинса [64] 

 
   , 4,44,1   , const  ,                         (1.4)  

 
открытому при помощи теории внутреннего строения и эволюции звезд. 
При 2  и 3  имеем соответственно первый и второй законы Мещер-
ского, при 0  и 2/3  получим случаи интегрируемости Б. Е. Гельф-
гата (1.3) (соответственно первый и второй законы). Для изменения мас-
сы по степенному закону (1.4) было показано [65], что решение пробле-
мы при любом   легко находится, если известно соответствующее ре-
шение при 31 1   , связанное с   соотношением .2/231    

Методом автономизации [66-68] определены все возможные законы 
изменения массы, при которых задача (1.1) преобразованием Куммера-
Лиувилля приводится к стационарной форме. В [69] вопрос об интегри-
ровании задачи Гильдена-Мещерского сведен к вопросу об интегриро-
вании введенной канонической формы задачи. 

 В полярных координатах r и   вектора-функции r  уравнение (1.1) 
имеет вид  

 0)(
23

2
0 

r
t

r
Cr 

 ,                                      (1.5a) 

 0
2 Cr   ,                                           (1.5б) 

 
где 0С  – постоянная интеграла площадей. Вводя в уравнение (1.5а) угол 
  по формуле (1.5б) в качестве независимой переменной и принимая 
еще за неизвестную функцию обратное значение радиуса-вектора 

 

 
r
1)(    ,                                            (1.6) 

 
получим нестационарное уравнение Бине 

 

 2
0

)()()(
С


   , dd /)('   , 00 C  ,                       (1.7) 

 
причем связь угла   и времени t дается из интеграла площадей (1.5б) 
формулой 

 )(
)( 002

0

ttCd





 
  ,                                     (1.8) 

 
где 0  – значение угла   в начальный момент времени t0 . 
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Решение задачи (1.1) сводится к решению уравнения Бине (1.7), по-
сле чего из формулы (1.8) определится связь угла   и времени t . 

Уравнение Бине (1.7) исследовалось в работах Г. Н. Дубошина [1] и 
В. В. Степанова [70] в направлении качественного анализа, исходя из 
аналитической структуры )(t . В этих работах метод исследования за-
ключался в том, что время исключалось и масса )(t  рассматривалась 
как функция угла )( . Г.Н. Дубошиным [1] показано, что существует 
непрерывная, однозначная, всегда положительная функция )(  пере-
менной  . Проведен [1, 70] качественный анализ траекторий движения в 
задаче (1.1) при различных предположениях о характере изменения )(t  
и высказано предположение [1], что в природе возможны также законы 
изменения массы, отличные от законов Мещерского. 

Введем преобразование переменных 
 

)()()(  v  ,  dud )(  
 2)( ICv   , 2)( ICu   , 0)()(  vu  , I  ,                    (1.9) 

 
где I – открытый ограниченный или неограниченный интервал полярно-
го угла   , 2

IС  - пространство дважды непрерывно дифференцируемых 
функций в I , и приведем уравнение (1.7) к стационарному виду 

 

 2
0

0
012

2

C
b

d
db

d
d 








  , 00 C  ,                            (1.10) 

 
где 0b , 0  – вещественные постоянные, а 1b  может быть как веществен-
ной, так и чисто мнимой постоянной. Здесь и всюду далее 00 С . 

Определим все возможные законы изменения массы )( , при кото-
рых уравнение (1.7) преобразованием (1.9) приводится к виду (1.10) [71]. 
Искомые законы являются не только достаточными, но и необходимыми 
условиями существования соответствующего преобразования (1.9), ре-
шение дается на основе метода автономизации дифференциальных урав-
нений [72]. 

В результате, с помощью интеграла площадей (1.8) , можем опреде-
лить все возможные законы изменения массы )(t  и, соответственно, все 
возможные траектории в задаче Гильдена-Мещерского (1.1) с приводи-
мым к стационарной форме (1.10) уравнением Бине. 
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1.2. Автономизация уравнения Бине 
 
 Л е м м а  1.1. Для того чтобы уравнение (1.7) преобразованием (1.9) 

приводилось к виду (1.10), необходимо и достаточно, чтобы ядро )(u  и 
множитель )(v  преобразования (1.9) удовлетворяли уравнениям 

 

 1
4
1

4
3

2
1 2

2







 




u
u
u

u
u

  , 0
2

1 4bb                           (1.11) 

 03
0  vbvv  , 01 b                                    (1.12) 

 0
2

23
2

1

0

0















 




dvv
b
bvv  , ,01 b  I0                     (1.13) 

 
Здесь )(v , )(u  и )(  связаны соотношениями 

 

 





   udbuv

2
exp||)( 12/1                                  (1.14) 

 0)(2
0  vubvv                                          (1.15) 

 2
0)( vu  .                                              (1.16) 

 
При этом уравнение (1.7) имеет частные решения 

 
 0)()(  v  ,  2

0000 / Cb   , 00 b                                         (1.17а) 
 1)()(  v  ,   0

2
0101 /   Cb  , 00 b  , 01 b                   (1.17б) 

 2)()(  v  ,   00
2
0

2
02 2/   C  , 00 b  , 01 b .          (1.17в) 

  
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Н е о б х о д и м о с т ь.  Применяя преобра-

зование (1.9) к (1.7) получим 
 

  
2
0

222

2

2
1

Cvuvu
vv

d
d

u
u

v
v

ud
d 

















 




  .                    (1.18) 

 
Потребуем приведение (1.7) к виду (1.10), тогда сразу из (1.18) сле-

дует (1.15) и (1.16). Приравнивая коэффициенты при  dd /  в уравнени-
ях (1.18) и (1.10), приходим к линейному уравнению по отношению к 
функции v  

 

 vub
u
uv 






 




22
1 1  ,                                     (1.19) 
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интегрируя которое получим (1.14) . Подставляя (1.14) в (1.15) получим 
(1.11). Выбирая u  как зависимую переменную, получим из (1.19) урав-
нение Бернулли  

 

 02 2
1 


 ubu

v
vu   ,                                       (1.20) 

 
которое имеет решение 

 
 2 vu  , 01 b                                            (1.21) 
  12

1
2    dvbvu  , 01 b  , 

 
где   – произвольная постоянная. В силу произвольности   полагаем 

1 , если 01 b  и 0  , если 01 b . Подстановка (1.21) в (1.15) дает со-
ответственно (1.12) и (1.13). Чтобы получить (1.17) отметим, что реше-
ния )2,1,0(  iii  , где i  определяются соотношениями, выписанными 
в (1.17), есть частные решения уравнения (1.10). Затем вследствие (1.9) 
получим частные решения (1.17). 

Д о с т а т о ч н о с т ь.  Пусть выполняются утверждения леммы 1.1. 
Тогда преобразование (1.9) приводит (1.7) к виду (1.18). Поскольку вы-
полняются все требования (1.14)-(1.16), то (1.18) совпадает с (1.10). 

Отметим, что уравнение (1.11) называется уравнением Куммера-
Шварца, уравнение (1.15) – уравнением множителя преобразования 
(1.9), уравнения (1.12), (1.13) – уравнением типа Ермакова, а преобразо-
вание (1.9), где множитель )(v  вычисляется по формуле (1.14) – преоб-
разованием Куммера-Лиувилля [73]. 

 Л е м м а  1.2. Общее решение уравнения (1.11) имеет вид  
 

 





































































0,)(

04,)()(

0)(,)()(

)(cos
1

)(

2

2
0

2
1

2
0

2
4
0

2
1221

1

22
0

2

1

12
0

1

22
0















tg
A

ACBCtg
A
Btg

A
A

tg
A

tg
A

A
u

     (1.22)  

 
Частные случаи этого решения представляются формулами 
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.

)(cos
1)(

,)(
)(cos

1)(

22
0

1

2
0

22
0




























A
u

tg
AA

u
                       (1.23) 

  
 Д о к а з а т е л ь с т в о.  Согласно методу автономизации [72] урав-

нение (1.11) имеет решения 
 

 






























































































0,

,0,

0,

)()(

2

2

1

2

2

2

1

222

1

121

2



















y
d

C
y
dB

y
dA

y
d

y
d

yu                 (1.24)  

 
где )(yy   – какое-нибудь решение уравнения 

  
0 yy  . 

  
Подставляя решение )cos(0   Ay , где 0A ,   – фиксированные по-

стоянные, в (1.24) получим решения (1.22). Частным решениям (1.24) 
соответствуют решения (1.23). 

Л е м м а  1.3. а. Общее решение уравнения (1.12) имеет вид 
 

 

 





























































.0,)(

044,)()(

04,)()(

)cos()(

02
0

2
0

2
1

2
0

2
4
0

2
12210

2
1

22
0

2
2

1

12
0

1

0

btg
A

ACBbCtg
A
Btg

A
A

btg
A

tg
A

Av














    (1.25)  

 
Важными частными решениями являются 

 

 
2

1

2
0

0 )()cos()( 







 


 tg

A
Av  , ).cos()( 0   Av           (1.26)  
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  б. Общее решение интегродифференциального уравнения (1.13) 
описывается соотношениями 

 

 

 

.0,
)(2

exp)()cos(

04,
)(2

exp

)()()cos(

0;
22

1

,)()()cos(

2
0

1
2
0

0

2
2
01

2
1

2
0

2
4
0

0

2
1221

1

22
0

2
12

0

1
0







































































































































tg
A

btg
A

Av

ACB
Btg

A
A

arctgb

Ctg
A
Btg

A
AAv

b

tg
A

tg
A

Av





     (1.27) 

 
Частные случаи данного решения имеют вид 
 

 
.)(

2
exp)cos(

,)()cos(

2
0

1
0

22
1

2
0

0

1































tg
A
bAv

tg
A

Av

b

                      (1.28)  

  
 Д о к а з а т е л ь с т в о:  а.  Поскольку уравнения (1.11) и (1.12) свя-

заны преобразованием 2
1

 uv  , то из леммы 1.2 получим утверждения 
леммы 1.3а, частные случаи леммы 1.2 дают частные случаи леммы 1.3а. 

б. Согласно соотношению (1.14) из леммы 1.2 получим соотношения 
леммы 1.3б. 

  
1.3. Законы изменения массы (). 
 
 Т е о р е м а  1.1.  Для того чтобы уравнение (1.7) преобразованием 
 

  





 

 udbu
2

exp||)( 12
1  ,  udd                      (1.29)  
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приводилось к виду (1.10) необходимо и достаточно, чтобы масса )(  
удовлетворяла интегродифференциальному уравнению 

 

  























.0,0

0,1
0

3
3

92
3

3
4

11

11
2

3
22

1
1

3
7

0
2

1
2

bk
bk

dbk

bb







           (1.30) 

  
При этом соотношения (1.29) и (1.17) принимают соответственно 

вид 
 


2

3
21

1
3

1

3
)( 






  

 dbС  ,  ddbCd
1

3
21

1
3

2

3









                   (1.31) 

0

2
3

21
1

3
1

3
)(  






  

 dbC  , ,/ 2
0000 Cb   00 b                              (1.32) 

1

2
3

213
1

3
)(  






 

 db , 0
3

21
2
0

2
1

0
1 3

ln3



   db

Cb
, 00 b  , 01 b   (1.33) 

2
3

1
)(  
  , 0

3
2

0

2
3

2

2
0

0
2 2




 










  dd

C
 , 00 b  , 01 b     (1.34) 

 
Причем в формулах (1.31)-(1.34) С1=0, если 01 b  и С1=1, если 01 b . 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Н е о б х о д и м о с т ь.  Подставляя (1.14) в 

(1.16), получим 
 

 





   udbu

2
exp 12

3

0  , 10   .                         (1.35)  

 
Следовательно, имеем уравнение Бернулли по отношению к u   
 

 0
33

2 21 


 ubuu

  ,                                  (1.36) 

 
решение которого 

 

 
1

3
21

1
3

2

3









    dbCu  ,                            (1.37) 

 
где С1 – произвольная постоянная интегрирования. Подставив (1.37) в 
(1.14) получим 
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2

3
21

1
3

1

3






  

  dbCv  .                              (1.38) 

 
Поскольку С1 – произвольная постоянная, то полагаем С1 =0, если 01 b  
и С1 =1, если 01 b . Подставив (1.37) в (1.11) или, что то же самое (1.38) 
в (1.15) с учетом (1.37), получим уравнение (1.30). Подставив (1.37) и 
(1.38) в (1.9) и (1.17), получим соответственно (1.31) и (1.32)-(1.34). 

Д о с т а т о ч н о с т ь.  Пусть масса )(  удовлетворяет уравнению 
(1.30). Подстановкой (1.35) уравнение (1.30) приводим к виду (1.11). Из 
(1.16) с помощью (1.21) получим 

 
   22

1
3

0

   dvbv  .                                (1.39) 
 

Подставив (1.39) в (1.30), получим уравнение (1.12) )0( 1 b  и уравнение 
(1.13) )0( 1 b . Но (1.11)-(1.13) есть условия преобразования (1.7) к виду 
(1.10). 

По аналогии с [67, 68] уравнение (1.30) будем называть соответст-
венно дифференциальным )0( 1 b  и интегродифференциальным )0( 1 b  
законами изменения массы )(  , из которых конечные формулы для 

)(  могут быть получены путем непосредственного интегрирования 
уравнения (1.30), либо на основе связи, существующей между ),(  )(u  
и )(v  по формуле (1.16) и леммам 1.2 и 1.3. 

 Т е о р е м а  1.2.  Все возможные законы изменения массы )( , 
при которых уравнение (1.7) преобразованием (1.9) приводится к виду 
(1.10), даются конечными уравнениями 
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Д о к а з а т е л ь с т в о:  При помощи лемм 1.2 и 1.3 согласно соот-

ношению (1.16) получаем формулы (1.40)-(1.44). 
 
1.4. Частные решения уравнения Бине 
 
Рассмотрим частные решения уравнения Бине (1.7) 
 

 ii v  )()(   , ( 0,  1,  2)i   ,                                (1.45) 
 

определяемые формулами (1.17). 
Т е о р е м а  1.3. Для того, чтобы уравнение (1.7) допускало частные 

решения вида (1.45) необходимо и достаточно, чтобы масса изменялась 
согласно законам (1.40)-(1.44), при этом в качестве )(v  выбираются со-
отношения, определяемые леммой 1.3.  

Доказательство теоремы следует из леммы 1.3 и теоремы 1.2. 
Т е о р е м а  1.4. Все частные решения уравнения (1.7) вида (1.45) 

определяются следующими соотношениями: 
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где   – определяется одним из законов (1.40)-(1.44). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим с помощью (1.37) выражения 
 

    dud 3
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21

1 3
ln3  , 01 b  .                      (1.51) 

 
Подставляя значения )(v  из (1.38) и найденные выражения (1.50) и 

(1.51) в формулы (1.45), получим решения (1.46)-(1.49). 
З а м е ч а н и е  1. Частные прямолинейные решения задачи Гильде-

на-Мещерского (С0 =0) определены в работах [67, 73]. 
 
1.5. Траектории движения и связь между переменной   
 и временем t 
 
Нестационарное уравнение Бине (1.7) преобразованием (1.9) приво-

дится к стационарному виду (1.10). Это уравнение вынужденных коле-
баний, общее решение которого известно [74]. Обозначим 
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тогда общее решение уравнения (1.10) определяется формулами 
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Здесь 0e  , 0  , 2C  , 3C  – произвольные постоянные. Определим теперь 
возможные траектории в задаче Гильдена-Мещерского (1.1) на основе 
решений (1.53)-(1.55). 

Т е о р е м а  1.5. Для законов изменения массы )(  (1.40)-(1.44) все 
возможные орбиты в задаче Гильдена-Мещерского имеют вид 

 



 24 

 

0,0,
)(

)(
ln1

,

22
exp1

3
2exp

0
2

1

22
0

2

12
0

1

0
1

0

1
3

1

0













 


















bJ
tg

A

tg
A

chbe

bp
r























                    (1.56) 

 

 

0,0,
)(2

2

,

2
cos

2
exp1

3
2exp

0
2

2

2
0

0
1

0

1
3

1

0















 


















bJ
Btg

A
A

arctg

be

bp
r

















         (1.57) 

 

 

,0,0,
)(

1

,

2
exp1

3
2exp

0
2

3

2
0

32
1

1
3

1

0

































bJ
tg

A

CCb

bp
r














                    (1.58) 

 

,0,,)(ln1

,

22
exp1

3
2exp

0
22

42
0

0
1

0

1
3

1

0









 


















bJtg
A

chbe

bp
r

















                   (1.59) 

 

.0,0,)(1

,

2
exp1

3
2exp

0
2

52
0

32
1

1
3

1

0





















bJtg
A

CCb

bp
r











                                   (1.60) 

 

Частные орбиты определяются формулами 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С помощью формул (1.50), (1.51) выражение 

(1.38) для v  принимает вид 
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Подставляя значение v  из (1.64) и выражения для   из (1.53)-(1.55) в 
формулу (1.6), получим формулы (1.56)-(1.60), соответствующие значе-
ния   ud  определяются значениями )(u  из леммы 1.2. Формулы 
(1.61)-(1.63) соответствуют частным решениям (1.45), где функция v  оп-
ределяется из формулы (1.64). 

С л е д с т в и е.  Для законов изменения массы )(  (1.40)-(1.44) 
)0,0( 10  bb  все возможные орбиты в задаче Гильдена-Мещерского 

имеют вид 
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Частными орбитами являются 
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Связь полярного угла   и времени t  определяется интегралом пло-

щадей (1.8). С помощью формул (1.9) и (1.14) интеграл площадей при-
нимает вид 
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Определив связь переменной   со временем t  из формулы (1.68), 

получим затем связь угла   и времени t  из формул преобразования (1.9). 
Т е о р е м а  1.6.  Для законов )(  (1.40)-(1.44) связь между пере-

менной   и временем t  определяется соотношениями 
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и следующими важными частными случаями 
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  Подставляя значения ( )   (1.53)-(1.55) в 

формулу (1.68), получим соотношения (1.69)-(1.71). Частные решения 
i )(  (i= 0, 1, 2) , определяемые формулами (1.17), дают соответст-

венно соотношения (1.72)-(1.75). 
С л е д с т в и е.  Для законов )(  (1.40)-(1.44) )0,0( 10  bb  связь 

между переменной   и временем t  определяется соотношением 
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и частными случаями (1.72) и (1.75). 

Для найденных законов )(  (1.40)–(1.44) общее решение задачи 
Гильдена-Мещерского (1.1) определяется формулами теорем 1.5 и 1.6. С 
помощью формул преобразования (1.9) [ значения  51)( JJ   ] и тео-
ремы 1.6 получим связь полярного угла   и времени t  и, следовательно, 
определим зависимость )(t  от времени t . 

 
1.6. Орбиты с постоянным эксцентриситетом и переменным 
 параметром 
 
Рассмотрим подробнее практически важный частный случай орбит с 

постоянным эксцентриситетом 0e  и переменным параметром )(p . В 
этом случае орбиты описываются формулами (1.65), (1.76) и законом 

)(  (1.41) )0,0( 01  bb . Выпишем формулы, определяющие эти орбиты 
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Здесь обозначено 
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где )(p  – переменный параметр, и аналогично кеплеровской задаче 
введены постоянные элементы орбиты: 0p  – параметр в начальный мо-
мент времени 0t , 0e  – эксцентриситет, 0  – угловое расстояние перицен-
тра от узла, 

0t  – момент прохождения через перицентр орбиты. 
За исключением переменного параметра )(p  формулы (1.77) и 

(1.78) совпадают с аналогичными выражениями классической задачи 
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двух тел [75] с той разницей, что роль истинной аномалии в формулах 
(1.77) и (1.78) играет новая переменная  . Это обстоятельство позволяет 
нам провести классификацию орбит (1.77), так же как и в классическом 
случае. 

1. .10 0  e  
Вводя большую полуось 0a  в момент времени 0t , среднее движение n 

и среднюю аномалию M формулами 
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и замену 
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интегрируя (1.78), получим связь между эксцентрической аномалией E и 
временем t: 

 

 MEeE  sin0 .                                      (1.82)  
  

Это аналог уравнения Кеплера. Уравнение орбиты можно теперь запи-
сать в виде 
 

  Eear cos1 00

3
1

0












  ,                               (1.83) 

 
где   определяется формулой (1.41)  0,0 01  bb . Введем среднюю ано-
малию эпохи 
 

   000 ttnM  ,                                       (1.84) 
 
тогда окончательно получим 

 

  Eear cos1 00

3
1

0












  ,                               (1.85)  

 MEeE  sin0  , 
21

1
2 0

0 Etg
e
etg





  ,  

 00 )( MttnM   , 2
3

00 an   . 
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2. .10 e  
Заменой 

21
1

2 0

0 Ftg
e
etg




                                        (1.86) 

и имея в виду 
 

  12
000  eap  , 00 )( MttnM   , 

2
3

0

0

a
n


                       (1.87) 

 
интегрируем (1.78) и получим 
  

 MFtgtgFe 





  0

0 45
2

ln                                  (1.88) 

 
аналог уравнения Кеплера для случая 10 e . С учетом (1.86) уравнение 
орбиты (1.77) принимает вид 
 

  1sec00

3
1

0









 Fear


  .                                 (1.89) 

 
Введем вместо  F новую переменную H подстановкой 
 

 





  045

2
ln

FtgH  ,                                     (1.90) 
 

тогда имеем 
 

 
21

1
2 0

0 Hth
e
etg




  .                                      (1.91) 

 

В результате получим следующий аналог уравнения Кеплера: 
 

 MHshHe 0                                           (1.92) 
 

и уравнение орбиты для этого случая 
 

  100

3
1

0









 chHear


  .                                  (1.93) 
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3. 10 e  . 
Уравнение орбиты (1.77) имеет вид 
 

 
2

sec2
3

1

0



 qr 







  , 20pq   .                               (1.94) 

 
 Интегрирование (1.78)  10 e  дает 
 

 )(33 0
3  ttn  ,                                        (1.95) 

 
где 

  

 
2


 tg  , 
2

3
0

2q
n


  .                                     (1.96) 

 
С помощью формул (1.96) уравнение орбиты (1.94) принимает вид 

 

  2
3

1

0

1 











 qr  .                                       (1.97) 

 
Из формул (1.77) имеем 
 

 
A

BAtg
A

Ab
tg

2
)(

2
0

2
00    .                               (1.98) 

 
С помощью формулы (1.98) и соотношений (1.81), (1.86) и (1.96) в вы-
ражении для )(  (1.41) перейдем к переменным E  , F  , H  и   для со-
ответствующих значений эксцентриситета 0e . Тогда получим парамет-
рическую зависимость массы   от времени t , где конечные выражения 
массы   в зависимости от времени t  определяются с помощью указан-
ных выше аналогов уравнения Кеплера. Результаты вычислений пред-
ставлены в таблице 1.1.  

Полученные формулы полностью описывают движение в задаче 
Гильдена-Мещерского в рассматриваемых случаях, а аналоги уравнения 
Кеплера позволяют определить в этих случаях зависимость   от време-
ни. Получим явную зависимость   от времени t  для случая 10 0  e . 
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Выражение )(  согласно формуле (1.41) )0( 1 b  имеет вид 
 

2
3

2
0

2
4
0

33
0

0 )()(
)(cos

)(













 Ctg

A
Btg

A
A

A





 , 

 044 0
2  bACB  .                                    (1.99) 

 
С помощью (1.98) выражение (1.99) принимает вид 
 

 

 2

2
00

2

0

2
0

3
2

0

coscos
2

sin
Ab
A

b
B

A
A











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





  .               (1.100) 

 
Кеплеровская эллиптическая орбита 
 

  Eear cos1 00   , 0                                  (1.101) 
 

соответствует выбору произвольных постоянных 
 

 2
0AA   , 0B  , 10 b  ,                                (1.102) 

 
вследствие чего имеем следующую связь истинной аномалии и пере-
менной  : 

 
 0                                         (1.103) 

 
В общем случае, как и в кеплеровской задаче [75], применяя ряд Ла-

гранжа к аналогу уравнения Кеплера (1.82), получим разложения функ-
ции от эксцентрической аномалии E  в ряды по целым возрастающим 
степеням эксцентриситета 0e  , с коэффициентами являющимися триго-
нометрическими многочленами относительно синусов и косинусов, 
кратных средней аномалии. Эти ряды, как и в классическом случае, аб-
солютно сходящиеся при любом значении средней аномалии M  , если 
эксцентриситет орбиты удовлетворяет пределу Лапласа 

 
 ...662743,00  ee  .                                (1.104) 

 
Подставляя разложения sin  и cos  в тригонометрические ряды по 

кратным средней аномалии [75] в формулу (1.100), получим явную зави-
симость   от времени t  в виде 
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где kJ  – функции Бесселя с аргументом, кратным эксцентриситету 0e , и 
введены новые постоянные 
 

 
Ab

eBAA
0

00
1 2
  , 

A
eA

A
2
00

2

1
  ,  

Abe
eBAA

00

2
00

3
1

  , 2
00

4 Ab
AA   .       (1.106) 

 
Формула (1.105) определяет зависимость   от времени t  при задан-

ных начальных условиях (эксцентриситет 0e , среднее движение n ). 
Отметим, что вопрос аналитической структуры функции  , опреде-

ляющей характер изменения масс небесных тел при различных данных 
траекториях движения в задаче Гильдена-Мещерского, рассматривался в 
работе Г. Н. Дубошина [1]. Из формул (1.85) и (1.105) следует результат, 
полученный Г. Н. Дубошиным [1] методами качественного анализа тра-
екторий движения в задаче (1.1). 

Т е о р е м а  1.7.  (Дубошин Г.Н., 1930) Если траектория периодиче-
ская, то масса системы также есть периодическая функция времени. 

Отметим, что в общем случае решение задачи Гильдена-Мещерского 
(1.1) рассмотренным методом автономизации уравнения Бине (1.7) оп-
ределяется результатами теорем 1.2, 1.5 и 1.6. Теорема 1.5 дает возмож-
ность описать все возможные в этом случае траектории движения в за-
даче Гильдена-Мещерского. 
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Г Л А В А  2 
 

МЕТОД h-ПАРАМЕТРИЗАЦИИ.  
ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ  
ГИЛЬДЕНА-МЕЩЕРСКОГО 

 
2.1. Введение 
 
Задача двух тел переменной массы в постановке Гильдена-

Мещерского моделирует изотропное изменение массы гравитирующих 
тел. Она отличается от известной кеплеровской задачи лишь переменно-
стью масс гравитирующих тел со временем. Учитывая дополнительно 
возможное фотогравитационное взаимодействие излучающих тел в 
форме фотогравитационной задачи двух тел В.В. Радзиевского [76], 
можно (1.1) обобщить и представить )(t  в виде 

 
 )()( tGMt   , )()()( 2211 tmqtmqtM   ,                    (2.1) 

 
где 1q  и 2q  – коэффициенты редукции фотогравитационного поля для тел 
с массами )(1 tm  и )(2 tm . Уравнения (1.1) и (2.1) характеризуют объеди-
ненную задачу Гильдена-Мещерского и Радзиевского [77]. 

И в общем случае, возможно включить в )(t  в (1.1) либо в (2.1) из-
менение G(t) со временем согласно гипотезе Дирака [37] , а также в (2.1) 
и случаи возможной переменности коэффициентов редукции )(1 tq  и )(2 tq  
со временем: 

 
 )()()( tMtGt   , )()()()()( 2211 tmtqtmtqtM  .                (2.2) 

 
Уравнения (1.1) и (2.2) характеризуют нестационарную фотограви-

тационную задачу двух тел в форме Гильдена-Мещерского-
Радзиевского, описывающую эволюцию двойной системы с учетом фак-
торов как переменности массы системы, так и переменности коэффици-
ентов редукции массы системы, с возможными приемлемыми случаями 
для параметров iq , im  )2,1( i  системы. Задача (1.1) в случае соотноше-
ний (2.1) или (2.2) в математическом плане эквивалентна базовой задаче 
Гильдена-Мещерского, но различается для этих случаев в физическом 
аспекте. Эта сторона проблемы рассматривалась в нестационарной фо-
тогравитационной задаче [78-81], в которой нестационарность обуслов-
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лена лишь переменностью коэффициентов редукции фотогравитацион-
ного поля. 

В дальнейшем будем рассматривать задачу (1.1) предполагая, что 
)(t  может определяться одним из соотношений (2.1), (2.2), обобщаю-

щим известное выражение для )(t  в исходной задаче Гильдена-
Мещерского. В частности, всегда можно рассматривать случай, когда 

)(t  соответствует только переменности массы системы или только пе-
ременности коэффициентов редукции фотогравитационного поля.  

З а м е ч а н и е  1. Отметим, что в выражение гравитационного па-
раметра  t  входит произведение массы  tM  системы на гравитацион-
ную постоянную G , а в случае различных указанных выше физических 
обобщений задачи в выражение  t  могут входить еще и другие физи-
ческие параметры, тем не менее в работе сохранена терминология “мас-
са  t ” классической задачи Гильдена-Мещерского, хотя смысл выра-
жения  t  ясен в каждом из указанных случаев. 

Попытки строгого решения задачи (1.1) проводились различными 
методами, которые достаточно хорошо продемонстрированы и характе-
ризуются, например, в работах [2, 23, 36, 65-69, 73, 82, 83]. 

Отметим, что исследование задачи Гильдена-Мещерского проводи-
лось как в направлении качественного, так и количественного анализа 
проблемы (см., например, [1-9, 70, 84-86]).  

З а м е ч а н и е  2. Анализ проблемы (1.1) позволяет сформулировать 
следующий вывод [87]: исследование задачи (1.1) путем решения диф-
ференциальных уравнений (1.1) при произвольном выборе закона излу-
чения не имеет эволюционного значения. Такой же вывод сделан в рабо-
те [88]. Кроме того, даже незначительное изменение вида дифференци-
альных уравнений движения (1.1) может привести к существенному из-
менению поведения двойной системы. Такие выводы свидетельствуют о 
важности физически различных случаев истечения массы в эволюции 
двойной системы. Таким образом, задача (1.1) проявляет свойство силь-
но отличающее ее от классической кеплеровской задачи. Тем не менее 
остается актуальным поиск строгих решений задачи для новых законов 
изменения массы со временем в связи с современными наблюдательны-
ми данными о переменности масс небесных тел со временем и возмож-
ностью с помощью новых строгих решений выявить и расширить спектр 
качественных свойств проблемы, объясняющих наблюдательные прояв-
ления эволюционных особенностей двойных звездных систем. 

Исследуем проблему (1.1) [89] с помощью модификации метода [23], 
использующего квазиинтеграл энергии. Этим методом Б.Е. Гельфгат 
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[23] получил существенно новые результаты, которые в комбинации с 
пространственно-временными преобразованиями [65] дают продвиже-
ние и дальнейшую перспективу в исследовании задачи [25, 73]. Резуль-
таты работы [89] являются развитием метода [23] , использующего ква-
зиинтеграл энергии, и дают новые подходы в решении проблемы (1.1). 

 
2.2. Уравнения движения и основное уравнение 
 
Уравнения движения (1.1) в полярных координатах r  и   имеют вид 
 

 023

2


rr

Cr 
  ,                                         (2.3а) 

 Cr 2  ,                                              (2.3б) 
 

где С  – постоянная интеграла площадей, GM .  
Следуя Б. Е. Гельфгату [23], выведем уравнение, заменяющее урав-

нения движения (2.3) и являющееся основой для дальнейших исследова-
ний. Для этого умножая (2.3а) на dtr2  и интегрируя, получаем 

 

 h
rr

Cr 
2

2

2
2  ,                                         (2.4) 

 
где 

 
  dt

r
h 2                                               (2.5) 

 
представляет квазиинтеграл энергии задачи (1.1). 

Из (2.5) следует 
 

 
dt
d

rdt
dh 2

                                              (2.6) 

 
соотношение известное ранее Д. Джинсу [64]. 

Величина h имеет такой же физический смысл, как и в задаче двух 
тел постоянной массы, однако при действительном движении меняется с 
течением времени, поэтому, следуя Д. Армеллини, h называется квази-
интегралом энергии [23]. 

Примем h за независимую переменную вместо t . Тогда из (2.6) на-
ходим 
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  2r  ,                                             (2.7) 

 







 2r  ,                                           (2.8) 

 
где   и    – соответствующие производные от   по h . 

Подставляя (2.7) и (2.8) в (2.4) получим уравнение 
 

   04416 2222  Ch    ,                         (2.9) 
 

связывающее изменение h  с изменением массы   .  
Если   задается в виде n  , то уравнение (2.9) приводится к виду 
 

 04416 22222  Chn   ,                      (2.10) 
 

решение которого найдено Б.Е. Гельфгатом [23] для значения показателя 
0n  и, с учетом результатов пространственно-временных преобразова-

ний [65], соответственно для значения показателя 
2
3

n  .  

Уравнение (2.9) будем называть основным уравнением и дальней-
шие исследования будут относиться именно к этому основному уравне-
нию. 

 
 2.3. Возможности строгих решений 
 
Задавая закон изменения массы, и подставляя его в (2.9), будем 

иметь основное уравнение, эквивалентное уравнениям движения при за-
данном законе изменения массы. Для случая степенного закона (1.4) это 
уравнение, имеющее вид (2.10), исследовалось при анализе строгих ре-
шений для значений показателя n = 2; 3; 0; 3/2 в законе (1.4) и использо-
вании результатов для изучения поведения эксцентриситета двойной 
системы при различных законах изменения массы [25, 90]. В этих же ра-
ботах [25, 90] указаны возможности подобных исследований для более 
общих случаев законов Мещерского и Гельфгата [22, 23], при которых 
интегрируема задача Гильдена-Мещерского. Таким образом, основное 
уравнение (2.9) в форме (2.10) позволяет в интегрируемых случаях про-
водить несколько другим способом исследование свойств фактического 
движения.  

Каковы возможности для строгих решений при законе изменения 
массы общего вида 
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 )(2    ,                                           (2.11) 
 
где )(  – достаточно произвольная функция  , для основного уравне-
ния (2.9). Подставим (2.11) в (2.9) и получим 

 

   044)(16 222  Ch   .                       (2.12) 
 
Выясним, для каких функций )(  в законе (2.11) можно достаточно 

просто получить решение уравнения (2.12), используя при этом первые 
интегралы дифференциального уравнения третьего порядка по перемен-
ной  . Такой способ применялся при анализе строгих решений задачи 
для законов изменения массы Мещерского и Гельфгата [25, 90]. 

 Продифференцируем (2.12) по h и получим 
 

 0248 

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

 h
d
d  .                          (2.13) 

 
Разделим (2.13) на достаточно произвольную функцию )(  и про-

интегрируем. В результате получим 
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d
d
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d  ,       (2.14) 

 
где 0  – постоянная интегрирования. Чтобы (2.14) давало первый инте-
грал уравнения (2.13), достаточно на функции )(  и )(  наложить ус-
ловия 
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12 
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 02  
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
d  ,                                       (2.15) 

 
где 1  – постоянная. Случай   – постоянной, не равной нулю, как пока-
зывает анализ (2.13) и (2.14), нового результата не дает и приводит к 
рассмотренному случаю. 

Из условий (2.15) следует 
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где 2 , 3  – произвольные постоянные. Теперь первый интеграл (2.14) 
вследствие (2.15), (2.16) имеет вид 
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2
1

3

3

21 2
2

8 

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h  .                       (2.17) 

 
Случай 0  в условии (2.15) дает 

 
 0

2
128 








 h  .                                (2.18) 

 
где   и   определятся из (2.16). Отсюда видно, что (2.18) совпадает с 
(2.17). 

При )(  определяемым из (2.16) закон (2.11) есть объединенный 
закон Мещерского, из которого следует первый закон  02   и второй 
закон  01   Мещерского . 

Не теряя общности положим 13   , тогда закон (2.11) Мещерского и 
уравнение (2.13) принимают вид 
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   ,                                      (2.19) 

   0238
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 h  .          (2.20) 

 
В этом случае интегралы (2.12) и (2.17) являются первыми интегралами 
уравнения (2.20), и они принимают соответственно вид 
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Наличие интегралов (2.21) и (2.22) позволяет получить общее решение 
уравнения (2.20). Результаты такого исследования и анализ строгих ре-
шений для интегрируемых случаев законов изменения массы проводи-
лись в работах [25, 90]. Отметим, что уравнения (2.20)–(2.22) с точ-
ностью до переобозначения постоянных совпадают с полученными в 
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[25, 90] соответствующими уравнениями, кроме того уравнения (2.20)–
(2.22) получены в [25, 90] другим путем. 

Мы приходим к следующему выводу: при задании достаточно про-
извольного закона изменения массы (2.11) попытки решения проблемы с 
помощью уравнения (2.12) методом поиска первых интегралов в терми-
нах квазиинтеграла энергии h приводят к известному результату (2.19). 

Следовательно, поиски решений в этом направлении ограничены: 
возможности новых решений сопряжены со значительным усложнением 
вида самих функциональных уравнений проблемы. Это видно из приме-
ра анализа [90] строгих решений задачи даже в случае простого степен-
ного закона Эддингтона-Джинса. 

Однако, как будет рассмотрено ниже, возможен другой подход к на-
хождению точных решений задачи и он является достаточно эффектив-
ным и позволяет сделать дальнейшие продвижения в решении проблемы 
Гильдена-Мещерского. 

 
 2.4. Метод решения основного уравнения 
 
Обратимся к основному уравнению (2.9). Будем искать его решения 

следующим образом. В отличие от [ 23, 25 ] не будем задавать заранее 
закон изменения массы )(t  , а будем находить )(t  в процессе решения 
самого уравнения (2.9), как следствие его решений. При этом достаточно 
указать найденные решения )(t  и )(h  поскольку с помощью формул 
(2.6), (2.8) возвращаясь к исходным уравнениям и переменным, так же 
как и в [23, 25], достаточно просто получить общее решение задачи. Та-
ким образом, для нахождения точных решений задачи достаточно ука-
зать соответствующие решения основного уравнения (2.9). 

 Пусть 
 

 )(tf                                                (2.23) 
 

с достаточно произвольной функцией )(tf . Тогда уравнение (2.9) приоб-
ретает вид 

 
   04416 2222  Chf   .                          (2.24) 

 
Поскольку от переменной t мы перешли к переменной h (2.6), то возни-
кает вопрос: какова возможная функциональная зависимость )(tf  от но-
вых переменных. 
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Исходя из различных предположений можно показать [89], что для 
любого )(h  , при 0  , закон изменения массы   функционально за-
висит от   , h  и производных   ,    , и определяется из условия совме-
стности с уравнениями движения самой проблемы (1.1). 

Далее, исходя из идей аналитической механики систем с перемен-
ными массами [91] , массу )(t  можно рассматривать как зависящую, в 
общем случае, кроме времени и от координат и их производных 

 
 ),,( trr                                             (2.25) 

 
в свете возможного дальнейшего физического обобщения проблемы 
(1.1) не меняя ее математической формулировки, и далее, учитывая воз-
можную фотогравитационную интерпретацию (2.1), (2.2) проблемы, на 

)(t  и )(t  можно не накладывать ограничений на функциональную за-
висимость )(tf , так что скорость изменения массы может, в общем 
случае, зависеть от времени t  неявным образом через   ,   ,   и h  
 0  : 

 
 ),,,( hf    .                                    (2.26) 

 
Предлагаемый метод состоит в задании функции ),,,( hf    и 

определении из уравнения (2.24) решений )(hr  и затем )(t . И наоборот, 
задавая возможные зависимости )(h  из уравнения (2.24) находим реше-
ния )(tr  и )(t . Решение уравнения (2.24) обратным переходом к исход-
ным переменным дает и решение самой проблемы (1.1). Таким образом, 
закон )(t  будет определяться фактически самими уравнениями движе-
ния задачи (1.1). 

Рассматриваемый метод основан на замене времени t новой пере-
менной h -квазиинтегралом энергии и везде далее h  играет роль пара-
метра, поэтому можно этот метод называть методом с использованием 
квазиинтеграла энергии в качестве параметра или методом h -пара-
метризации. 

Способы решения основного уравнения (2.24) путем задания 
),,,( hf    назовем прямым методом, а способы решения уравнения 

(2.24) путем задания функции )(h  или )(h -обратным методом                    
h -параметризации.  

 
 



 42 

2.5. Прямой метод решения основного уравнения 
 
Приведем примеры реализации способа решения уравнения (2.24) 

путем задания функции ),,,( hf   . 
Пусть 
 

 ),(   hh  .                                     (2.27) 
 

Тогда основное уравнение (2.24) принимает вид 
 

 04416 22222  Ch   .                           (2.28) 
 

Зададим 
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где   – постоянная. Тогда уравнение (2.28) принимает вид 
 

   04144 222  Ch   .                                (2.30) 
 
В зависимости от значений   возможны различные случаи. 

В случае 2/1  из (2.30) получим 
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откуда следует решение 
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где 1C  – постоянная. Зависимость )(th  определяется интегрированием 
[92] из (2.33), в результате имеем 
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где 2C  – постоянная. Подставим (2.34) в (2.32) и получим 
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Переобозначая постоянные 
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причем 
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форму известного случая объединенного закона Мещерского. Формулы 
(2.32), (2.38) с учетом (2.7), (2.8) позволяют получить общее решение за-
дачи (1.1) в рассмотренном случае. 

В общем случае 2/1  основное уравнение приводится к уравнению 
Абеля первого рода или к уравнению Лагранжа-Даламбера [89]. Реше-
ние этих уравнений известно [93] и дальнейшие исследования в этом 
случае не представляют каких-либо особых затруднений [89]. 

Рассмотрим другой пример выбора функции  . 
Пусть 
 

 
 2

22



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 f  ,                                        (2.39)  
  

где   – постоянная. Тогда основное уравнение (2.9) имеет вид 
 

   04144 22  Ch  .                             (2.40)  
  

В случае 4/1  получим простое уравнение 
 

 22 4  hС                                                (2.41) 
  

откуда 
 

   2
1

Ch  ,                                            (2.42) 
 

где   – новая постоянная. 
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С помощью (2.39), (2.42) и соотношения 
 

 h                                                   (2.43) 
 

получим )0(   [89]: 
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где   – постоянная. 

Решение (2.42) и (2.44) дает возможность представить массу   и 
квазиинтеграл энергии h в функции времени, и возвращаясь с помощью 
формул (2.39), (2.43), (2.7) и (2.8) к исходным переменным, получаем 
решение проблемы (1.1) в указанном случае. 

Приведенные примеры иллюстрируют прямой метод решения про-
блемы, состоящий в том, что основное уравнение (2.9) путем задания 
функции ),,,( hf    различным образом приводится к интегрируе-
мым дифференциальным уравнениям известного типа. 

Таким образом, рассмотренный метод h-параметризации можно про-
иллюстрировать множеством других примеров. Такой подход видимо 
будет эффективен в тех случаях, когда из каких-либо посылок или до-
полнительных соображений удается задать функцию )(t  в параметри-
ческой форме, к примеру через квазиинтеграл энергии либо через другие 
связанные с ним параметры задачи. Преимуществами прямого метода h - 
параметризации является его простота и возможность получения стро-
гих решений проблемы для заданной скорости изменения массы 

),,,( hf   . К числу недостатков указанного метода следует отне-
сти возможную сложность выражений для функций )(t  и )(th  в полу-
ченных решениях и отсутствие алгоритма нахождения решений с зара-
нее задаваемыми свойствами искомых функций. Эти недостатки в опре-
деленной мере можно устранить с помощью обратного метода h  - пара-
метризации. 

 
2.6. Обратный метод решения основного уравнения 
 
Рассмотрим обратный метод h -параметризации, который заключает-

ся в том, что основное уравнение проблемы (2.9) решается путем зада-
ния функциональной связи квазиинтеграла энергии h  и массы  . 
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Обратимся к исходному уравнению (2.4). Считая )(hh   имеем сле-
дующие соотношения 
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причем штрихи означают дифференцирование по   . Подставляя (2.45) 
в (2.4) имеем основное уравнение вида 
 

         04416 456222  hhhhCh   .                    (2.46) 
 
Уравнение (2.46) можно решать различными способами. Рассмотрим 
решение (2.46) для простого случая степенной зависимости h  от  : 
 

 BAh q    ,                                          (2.47) 
 
где A , B и q – постоянные. Подстановкой (2.47) в (2.46) получим закон 
для )(t  в дифференциальной форме 
 

 24322  qqq dba   ,  1q ,                         (2.48) 
 

где a , b и d - постоянные 
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22
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

q
BqAa  ,  14

23


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q
qAb  , 

 2
442

116 


q
qACd  .                 (2.49) 

 
Законы изменения )(t  (2.48) , многообразие которых определяется 

набором постоянных A , B , C и q , являются точными решениями урав-
нения (2.4) при выполнении соотношений (2.47). Решения задачи в ис-
ходных переменных r ,   и времени t получаются с помощью формул 
(2.45), (2.47) достаточно просто и, как и ранее, не будем их выписывать, 
ограничиваясь указанием законов )(t  (2.48), при выполнении которых 
мы имеем точные решения проблемы (1.1). 

З а м е ч а н и е  3. В зависимости (2.47) и везде далее показатель 
степени 1q  . Это означает, что случаи линейной зависимости ~h  и 
обратно h~  не рассматриваются. Анализ уравнений движения про-
блемы (1.1) приводит к следующему выводу: в проблеме Гильдена-
Мещерского (1.1) квазиинтеграл энергии h не может быть линейной 



 46 

функцией массы   системы. Это свойство присуще задаче (1.1). В про-
тивном случае, как это следует из (2.7) и (2.8), а также из (2.45), при 

~h  должно быть constr   , а из уравнений движения (2.3) видно, что 
такое возможно только при const  . А это свойство кеплеровской зада-
чи, которой не обладает задача Гильдена-Мещерского.  

З а м е ч а н и е  4. В законе изменения массы (2.48) коэффициенты 
содержат постоянные А , В и С – постоянную интеграла площадей. По-
этому, вообще говоря, в закон (2.48) будут входить начальные значения 
параметров задачи (1.1), однако полагая С – произвольной постоянной, 
можно рассматривать достаточно произвольными коэффициенты в зако-
не (2.48) изменения массы. Кроме того, в законе (2.48) подбором пара-
метров можно исключить зависимость коэффициентов от начальных ус-
ловий задачи для некоторых законов изменения массы со временем. 

Отметим, что закон (2.48) дает достаточно разнообразный спектр 
конкретных законов изменения массы со временем. К примеру для зна-
чений показателя q = 2 и определенных соотношениях коэффициентов a, 
b и d формула (2.48) дает  

 
 2~   , 3~   , 64~                              (2.50) 

 
известную форму законов Мещерского. 

Другие случаи решения основного уравнения в форме (2.9) или 
(2.46) обратным методом h-параметризации путем задания степенной 
зависимости h от   или   от h подробно рассмотрены в работе [89]. В 
результате достаточно просто получается дифференциальная форма за-
конов изменения массы со временем, при которых соотношения (2.7) и 
(2.8) обеспечивают точные решения задачи Гильдена-Мещерского (1.1). 

 
2.7. Случай степенного закона для (h)  
  
При исследовании задачи Гильдена-Мещерского (1.1) различными 

авторами чаще всего рассматривался закон изменения массы в форме за-
кона Эддингтона-Джинса (1.4). Для медленных изменений массы из тео-
рии адиабатических инвариантов [94-96] известен инвариант 2~ h . При 
переходе от времени t к переменной h-квазиинтегралу энергии пред-
ставляет интерес рассмотреть случай 

 
   ph    ,                                           (2.51) 
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где   , p  – постоянные, и как и ранее предполагается взаимообращае-
мость функций  h  и  h  . Штрих означает дифференцирование по h. 
Зависимость  h  в форме закона Эддингтона-Джинса (2.51) от парамет-
ра h дает степенную  1p  и экспоненциальную  1p  зависимости   
от h . Частным случаем закона (2.51) является адиабатический инвариант 

2~ h  .  
Рассмотрим решения задачи (1.1) при законе  h  (2.51). Из (2.51) 

получим 
 

       pphhph  1
1

1
001   , 1p                        (2.52а) 

    0
0

hheh    , 1p                                   (2.52б) 
 

где 0  , 0h  – начальные значения   , h . Причем в формулах (2.51), (2.52) 
и везде далее 0p , то есть, согласно замечанию 3 , исключается случай 
линейной зависимости  h  .  

Из (2.52) обратно следуют соотношения 
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h pp 


  


 , 1p                          (2.53а) 

 0
0

ln1 hh 




 , 1p                                    (2.53б) 

 
В случае 1p  с помощью (2.51) и (2.53а) из основного уравнения 
 

     04416 2222  Ch                             (2.54) 
 

получаем дифференциальную форму закона  t , соответствующую 
(2.51)  1p  : 
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В частности из (2.55) для 1p  имеем 

 
 22  BA    ,                                  (2.56) 

 
где постоянные А и В имеют вид 
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 2
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




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h
A  , 4

2

16
2


 CB 

  .                           (2.57) 

 
Закон (2.56) есть дифференциальная форма законов Мещерского. Здесь в 
постоянные А и В входят начальные условия 0h  , 0  , C  . Поэтому посто-
янные А и В можно связывать с начальными условиями задачи или по 
другому, учитывая произвольность постоянной  , рассматривать как 
функции произвольной постоянной   .  

Закон (2.55) можно представить в виде 
 

      ppp AAA 212
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2     ,                       (2.58) 
 

где 
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Для случая 1p  с помощью (2.51) и (2.53б) из основного уравнения 

(2.54) получим дифференциальную форму закона  t , соответствую-
щую (2.51) : 

 

   24
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16
1lnln
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


Ch   .                        (2.60) 

 
Определим теперь для найденных законов изменения массы (2.55) и 

(2.60) зависимость квазиинтеграла энергии h от времени t . 
Учитывая 
 

 hp                                                     (2.61) 
 

приведем с помощью (2.51) основное уравнение (2.54) к виду 
 

 04416 212222626   Chhp ppp    .                    (2.62) 
 

Подставим в (2.62)  h  определяемым из (2.52а), тогда получим диффе-
ренциальную форму закона изменения  th  со временем: 
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Зависимость h от времени t определяется квадратурой 
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p  0, 1 . 
 
Для случая p = 1 в законе (2.51) основное уравнение с учетом (2.61) 

приводится к виду 
 

 04416 2222246  Chh    .                          (2.65) 
 
Учитывая формулу  h  (2.52б) для p =1, из (2.65) получим 
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и зависимость h от времени t в этом случае определяется квадратурой 
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Полученные законы изменения массы (2.55) и (2.60) и законы изме-

нения квазиинтеграла энергии  th , определяемые из (2.64) и (2.67), дают 
точные решения проблемы (1.1) для этих законов переходом к исходным 
переменным r ,   и t по формулам (2.7), (2.8) с учетом зависимости  h , 
согласно формулам (2.52). Особенностью полученных решений является 
то, что в найденные законы  t  и  th  в общем случае входят начальные 
условия - параметры задачи : 0h  , 0  , C  – начальные значения энергии, 
массы и величина постоянной площадей. В некоторых случаях можно 
частично или полностью исключить зависимость  t  от начальных ус-
ловий задачи. С другой стороны вхождение этих постоянных в закон из-
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менения массы  t  наводит на мысль, что определенные законы изме-
нения массы  t  можно регулировать выбором начальных параметров 
задачи: 0h  , 0 , C . Полученные результаты свидетельствуют еще раз о 
тесной связи закона изменения массы  t  с исходными уравнениями 
движения (1.1) проблемы Гильдена-Мещерского. 

 
2.8. Периодический закон изменения массы 
 
Рассмотрим интересный частный случай закона (2.51) при значении 

показателя 3/1p  . Из (2.55) получим 
 

 






















 23

2
3
2

00
23

4
3
2

4
2

2
342

16
9 Ch 





  .                 (2.68) 

 

Заменой переменной 
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интегрируя (2.68) получим 
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где 3
2

00 x  – нижний предел интегрирования. 
При условиях 
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интегрирование (2.70) дает 

 

  
3

2
1

2

2

3
2

00
2

3
2

00
2

2
8

2
34

2
344

arcsin



































































t

Ch

hx
 ,                (2.72) 



 51 

где 
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Переходя обратно к переменной   по формуле (2.69) из (2.72) получим 
 

  batBA  sin3
2

  ,                                    (2.74) 
 
где постоянные A, B, a и b определяются из соотношений 
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где постоянная   определяется формулой (2.73). 

Таким образом, найден периодический закон (2.74) для  t  [97], при 
выполнении которого задача (1.1) имеет точные решения. Эти решения 
нетрудно представить в исходных переменных r,   и t c помощью фор-
мул (2.51), (2.52) , в которых нужно положить p = 1/3 , и формул (2.7) и 
(2.8). 

Период решения  t  (2.74) имеет вид 
 

 322  T                                           (2.76) 
 

и его значение определяется величиной коэффициента   закона измене-
ния  h  (2.51), имеющего в нашем случае вид 
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   3
1

  h  , 0  .                                   (2.77)  
  
Отметим, что на коэффициенты A и B в законе (2.74) должны накла-

дываться условия, дополнительно к условиям (2.71), обеспечивающие 
вещественность массы  t : 
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Первое условие (2.78) дает 
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величину нижнего предела начального значения 0h  квазиинтеграла энер-
гии, определяемого величиной   и начальным значением массы 0  . 
Второе условие (2.79) выполняется при 0  , так как из (2.75) следует 

 

 ACAB 
2

2
2  , 0  .                              (2.81) 

 
Таким образом, условия (2.80) являются необходимыми и достаточ-

ными для того, чтобы масса  t  , представляемая законом (2.74), была 
вещественной. 

Из (2.77) следует явная зависимость  h : 
 

     3
2
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3

2

3
2

  hhh  .                              (2.82) 

 
Зависимость  t  (2.74) позволяет теперь просто найти из (2.82) за-

висимость  th : 
 

    batBAth  sin
2
3

2
1


 ,                           (2.83) 

 
где A , B, a и b – постоянные, определяемые формулами (2.75). Квазиин-
теграл энергии  th  (2.83) есть периодическая функция с периодом (2.76). 
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Интересно отметить, что  th  , при условиях (2.80) на параметры за-
дачи, вообще говоря функция знакопеременная : в течение периода  th  
может изменить знак с отрицательной величины на положительную и 
наоборот. Можно указать условия, при которых квазиинтеграл энергии 
 th  будет всегда величиной отрицательной или знакопеременной, то 

есть определить критерии связанного состояния либо состояния распада 
системы. 

Действительно, условие отрицательности квазиинтеграла энергии 
 

   0th                                                  (2.84) 
 
при выполнении условий (2.80) приводит к дополнительному условию 
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 ,                                   (2.85) 

 
и, кроме того, для выполнения (2.84) необходимо выполнение условия 
 

 00 h                                                   (2.86) 
 

для начального значения 0h . 
В результате получим, с учетом (2.80), условие 
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Условие (2.87) есть критерий связанного состояния системы :   0th , 
квазиинтеграл энергии h , определяемый законом (2.83) и начальными 
параметрами задачи – 0h  , 0  , C  и   всегда удовлетворяют неравенству 
(2.84). 

Укажем критерий перехода системы в состояние с положительной 
энергией 

 
   0th  .                                              (2.88) 

 
Для этого, при условиях (2.80), достаточно выполнения условия 
 

 



 


4

3
2
3 3

2

00
Ch  .                                   (2.89) 



 54 

В результате условия (2.80) и (2.89) дают 
 

 0  , 
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00
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критерий перехода системы в состояние распада:   0th  для закона 
(2.83) и начальных параметров задачи – 0h  , 0  , C  и   .  

Выше изложенные результаты позволяют сформулировать следую-
щие теоремы: 

Т е о р е м а  2.1. Пусть масса системы меняется по закону (2.74) и 
выполняются начальные условия (2.87), тогда система будет всегда на-
ходиться в связанном состоянии с отрицательной энергией   0th  . 

Т е о р е м а  2.2. Пусть масса системы меняется по закону (2.74) и 
выполняются начальные условия (2.90), тогда система, даже будучи в 
начальный момент 0t  в состоянии с 00 h , переходит в состояние с по-
ложительной энергией   0th  . 

Далее, рассмотрим правую часть неравенства (2.87). Из него следует, 
что для того, чтобы начальное значение 00 h , должно выполняться не-
равенство 
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02 C                                            (2.91) 
 

и, учитывая выражение (2.76) для периода T , получим 
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ограничение для значения С-постоянной интеграла площадей, опреде-
ляемое величиной начального значения массы 0  и периодом T измене-
ния массы. 

При отсутствии верхней границы для значения С (2.91) начальное 
значение 0h  может принимать значение 00 h . При этом верхняя граница 
значений С определяется из (2.90). 

Отсюда следует: 
Т е о р е м а  2.3. Пусть система, масса которой меняется по закону 

(2.74), всегда находится в связанном состоянии с отрицательной энерги-
ей   0th  , тогда постоянная интеграла площадей С имеет верхнюю гра-
ницу (2.91), определяемую начальным значением массы 0  системы и 
периодом T изменения массы. 



 55 

Т е о р е м а  2.4. Система может находиться в состоянии с поло-
жительной энергией   0th , если выполняется одно из следующих ус-
ловий: 

1. Постоянная интеграла площадей С имеет верхнюю границу, опре-
деляемую из (2.90) и 00 h ; 

2. Постоянная интеграла площадей С имеет верхний предел (2.91) и 
00 h ; 
3. Постоянная интеграла площадей С имеет верхнюю границу, опре-

деляемую из (2.90), нижний предел, определяемый правой частью (2.91) 
и 00 h . 

Результаты теоремы 2.4 следуют из (2.90) и (2.91). 
Таким образом, для двойной системы с законами изменения массы 

 t  (2.74) и квазиинтеграла энергии  th  (2.83) можно достаточно просто 
указать некоторые качественные характеристики движения. 

Определим теперь траектории движения системы с переменной мас-
сой  t  (2.74). Для этого из (2.7) и (2.77) имеем 
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Затем используя интеграл площадей 
 

 2r
Cdtd   ,                                        (2.94) 

 

учитывая (2.93) и (2.68), получим 
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При условиях (2.71) интегрирование (2.95) дает [89]: 
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где А и В – постоянные, определяемые соотношениями (2.75). 

Из (2.82) и (2.96) следует зависимость  h  вида 
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С помощью (2.93) получим траекторию движения – эллипс с цен-
тром в начале координат: 
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Траекторию (2.98) можно представить в виде 
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где 
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

   .                                         (2.102) 

 
Выберем отсчет угла   от линии узлов в направлении от восходяще-

го узла орбиты, тогда угол   будет играть роль аргумента широты, а 
угол   2v  – роль истинной аномалии. Эти угловые характеристики 
орбиты (2.99) будут являться аналогами соответствующих угловых ха-
рактеристик кеплеровской задачи.  

Траекторию движения (2.99) и постоянные p~ , e  и   – элементы ор-
биты (2.99) можно интерпретировать следующим образом: квадрат ра-
диус-вектора Rr 2  системы описывает коническое сечение 

 
   


cos1

~

e
pR                                     (2.103) 

 
с параметром p~  , эксцентриситетом e  и угловым расстоянием перицен-
тра от узла 
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    ,                                          (2.104) 
 

то есть траектория (2.99) для 2r  представляет коническое сечение с ме-
няющейся линейно по углу   линией апсид. Период движения TTорб . , 
как это видно из (2.99) и (2.96). 

Отметим, что угловое расстояние перицентра от узла    - функция 
угла   , а прохождение через перицентр  0v  происходит для фиксиро-
ванного значения угла 

 

  
40
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   ,                                       (2.105) 

 
где   – момент прохождения через перицентр орбиты.  

Положение плоскости орбиты в пространстве можно определить, как 
и в кеплеровской задаче, элементами   и i  – соответственно долготой 
восходящего узла и наклонностью орбиты. Форма орбиты характеризу-
ется эксцентриситетом e (2.101), размеры орбиты определяются величи-
ной параметра p~  (2.100), положение линии апсид определяется пере-
менной величиной    и может быть охарактеризовано в силу (2.104) 
элементом   – аналогом углового расстояния перицентра от узла. 

Шестой динамический элемент   – момент прохождения через пе-
рицентр орбиты можно ввести аналогично кеплеровской задаче. Из ин-
теграла площадей (2.94), учитывая (2.99) , получим 
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 ,                             (2.106) 

 
где   2v ,   – момент времени, когда 0v , момент прохождения пе-
рицентра орбиты. Это уравнение определяет t как функцию v , а разре-
шая ее относительно v найдем 

 

   tvv  ,                                      (2.107) 
 

откуда вычислим v для каждого значения t, и затем зная v определим r 
по формуле (2.99). 

Для случая 1e  из (2.106) получим [92] соотношение 
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связывающее v со временем t . 
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Связь угла   со временем t и динамического элемента   с началь-
ными условиями задачи можно получить достаточно просто другим пу-
тем из выражений (2.96) и (2.74): 
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Из условий 
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получим с помощью (2.109) 
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и, учитывая выражения для элементов p~  , e  по формулам (2.100) и 
(2.101), имеем 
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Таким образом, орбита (2.99) характеризуется шестью элементами: 
 

   , i  , p~  , e  ,   ,   ,                                (2.113) 
 

являющимися аналогами кеплеровских элементов. 
Укажем теперь свойства движений в рассматриваемом случае, свя-

занные с процессами распада и захвата в системе. 
Отметим, что из условия (2.89) положительности квазиинтеграла 

энергии  th  следует неравенство 
 

 3
1e                                             (2.114) 

 

для эксцентриситета орбиты (2.99). Следовательно, условие (2.114) есть 
необходимое условие для того, чтобы произошел распад системы. 

В состоянии с положительной энергией   0th  система может нахо-
диться: 

а) при переходе из состояния с   0th , 00 h  в состояние с   0th  в 
результате распада системы; 

б) при переходе из состояния с   0th , 00 h  в состояние с   0th  в 
результате захвата, но захват обязательно сопровождается последующим 
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переходом снова в состояние с положительной энергией   0th , и сле-
довательно система, в частности, может перейти в состояние распада. 

Из законов для  t  (2.74) и для  th  (2.83) видно, что увеличение 
массы системы сопровождается уменьшением энергии, и наоборот 
убыль массы приводит к росту энергии системы. Следовательно, распад 
системы характеризуется ростом энергии при убыли массы, а захват – 
убылью энергии при росте массы. 

Дадим оценку времени распада и захвата в системе. Это можно про-
делать различными путями. Проще всего сделать оценку исходя из зако-
на (2.83). Пусть система из начального состояния 00 h  переходит в со-
стояние с   0th  , тогда время распада системы определяется формулой 
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где А, В и а – постоянные, определяемые через начальные условия зада-
чи формулами (2.75) при 00 h , причем 

 

 0
4

3
2

3
0

3
2

0 


 hC


  , 
3

1
2
02 











 TC  .                 (2.116) 

 
Пусть система из начального состояния 00 h  переходит в состояние 

с   0th  , тогда время захвата определяется формулой (2.115), в которой 
числовые значения постоянных А , В и а даются формулами (2.75) для 
начального значения 00 h  , при выполнении условий 
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Отметим, что задавая начальные условия и параметры задачи – 0h , 

0 ,   и C  с помощью формул (2.115) и (2.75) можно весьма просто оце-
нить времена захвата и распада системы и тем самым определить облас-
ти параметров, в которых может преобладать процесс захвата или рас-
пада системы. Такие оценки интересны в плане прогнозирования каче-
ственных особенностей движения в двойной системе с переменной мас-
сой (2.74). 
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Г Л А В А  3  
 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧИ ГИЛЬДЕНА-МЕЩЕРСКОГО 

 
3.1. Введение 
 
Задача Гильдена-Мещерского является базовой при исследовании 

движения тел переменной массы под действием сил ньютоновского при-
тяжения. Другие известные формулировки задачи двух тел переменной 
массы в форме задачи Мещерского-Леви-Чивита и объединенной задачи 
Гильдена-Мещерского и Мещерского-Леви-Чивита и дальнейшие обоб-
щения нестационарной задачи двух тел [63, 73] отражают отличие физи-
ческих процессов изменения массы и характера взаимодействия грави-
тирующих тел, и в ряде случаев математически эквивалентная форма 
уравнений движения этих задач может быть получена из уравнений 
движения задачи Гильдена-Мещерского путем преобразования Мещер-
ского [22] или, в более общем случае, преобразования Куммера-
Лиувилля [72]. Это означает, что результаты исследований по задаче 
Гильдена-Мещерского могут путем пространственно-временных преоб-
разований дать достаточно просто соответствующие результаты по зада-
че двух тел переменной массы в ее различных формулировках. Исследо-
вание обобщенной задачи двух тел переменной массы на основе резуль-
татов исследования задачи Гильдена-Мещерского проводилось, напри-
мер, в работах [25, 65, 73, 98]. Таким образом, для проблем небесной ме-
ханики тел переменной массы важное значение имеет исследование в 
первую очередь задачи двух тел переменной массы в формулировке 
Гильдена-Мещерского. 

Исследование задачи Гильдена-Мещерского проводилось в различ-
ных направлениях. До сих пор известны ее интегрируемые случаи лишь 
для определенных законов изменения массы взаимодействующих тел со 
временем, поэтому возрастает роль параметрических решений задачи 
[71, 99], где основные закономерности движения можно описать в пара-
метрическом виде, как правило с помощью угловых переменных. Здесь 
возможны различные методы параметрического описания общих реше-
ний задачи Гильдена-Мещерского, основанные на использовании урав-
нения Бине и его специальных преобразованиях и геометрических 
свойств вектора Лапласа [1, 70, 71, 99, 100]. Непосредственно к парамет-
рическому описанию приводит, например, нестационарная фотогравита-
ционная задача двух тел в форме Гильдена-Мещерского, где  t  – пере-
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менный параметр фотогравитационного поля изменяется так, что ско-
рость его изменения пропорциональна 2r  ( r  – полярный радиус-вектор) 
и представляется в виде    – линейной функции угловой переменной – 
полярного угла   [101, 102]. В случае закона излучения Мартина-Чиара [87]  

 
   n                                                (3.1) 

 
имеем более общую параметрическую зависимость   . Закон (3.1) в 
виде 2~ r  может применяться к случаю кометного движения, и воз-
можны модификации (3.1), когда редукция массы принимается завися-
щей не только от расстояния r , но и от орбитальной скорости v по зако-
ну 2~ vr  [6, 101]. Таким образом, представление    может иметь не-
посредственный интерес в различных приложениях задачи Гильдена-
Мещерского. 

Закон (3.1) дает степенную зависимость  1n  и экспоненциальную 
зависимость  1n  гравитационного фактора   от угла   . Можно рас-
смотреть зависимость    более общую нежели (3.1). Такой подход 
может быть перспективным в смысле нахождения и использования гото-
вых параметрических решений задачи Гильдена-Мещерского для изуче-
ния движения с помощью угловых переменных при изменении фактора 
   по закону (3.1) и его обобщениям. Пример применения нестацио-

нарной фотогравитационной задачи двух тел в теории космического по-
лета с солнечным парусом [101, 102], учитывающий переменность гра-
витационного фактора    показывает актуальность дальнейшего поис-
ка новых параметрических решений задачи Гильдена-Мещерского. 
Можно надеяться, что новые параметрические решения задачи Гильде-
на-Мещерского [103] внесут дополнительные сведения по свойствам 
движения самой задачи и найдут применение в различных задачах ас-
трономии, в которых необходим учет зависимости массы небесных тел 
от времени в процессе эволюции. 

 
3.2. Уравнения движения и параметризация задачи 
  
Уравнения движения задачи Гильдена-Мещерского могут быть 

представлены в полярных координатах r  и   относительного движения, 
как показано выше, в виде 

 

  
023

2


r

t
r
Cr 

  , Cr 2  .                                (3.2) 
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Уравнения движения (3.2) могут описывать случай задачи Гильдена-
Мещерского применительно к движению в нестационарном фотограви-
тационном поле с гравитационным параметром  t . Здесь переменность 
 t  может определяться, как отмечено выше, переменностью коэффи-

циентов редукции взаимодействующих и излучающих тел или перемен-
ностью масс тел, либо совместными факторами переменности как коэф-
фициентов редукции, так и масс тел. Частные случаи таких ситуаций 
рассмотрены, например, в работах [80, 81, 101, 102], а в работе [77] 
сформулирована задача Гильдена-Мещерского-Радзиевского, объеди-
няющая задачу Гильдена-Мещерского и фотогравитационную задачу 
двух тел Радзиевского [76], и являющаяся нестационарной фотогравита-
ционной задачей двух тел [89], где рассматривается наиболее общий 
случай переменного параметра  t  . 

Далее будем рассматривать задачу Гильдена-Мещерского (3.2) с па-
раметром  t  , переменность которого может быть обусловлена различ-
ными физическими причинами, подобными указанным выше, и, как и в 
фотогравитационной задаче,  t  может быть выражена в виде функции 
угла    . Отметим, что в общем случае, в отличие от классической за-
дачи Гильдена-Мещерского,  t  и , соответственно    , могут прини-
мать как положительные, так и отрицательные значения. Учет физиче-
ских процессов, приводящих к различному выбору    , дает возмож-
ность практического применения результатов исследования, проведен-
ных ранее в этом направлении [1, 70, 71] и стимулирует поиск новых па-
раметрических решений. 

Рассмотрим представление функции  t  в виде функции    сле-
дующим образом. Введем параметр   , такой что     , а   подчиня-
ется закону Мартина-Чиара (3.1): 

 

   n  ,                                             (3.3) 
 

в частности при    , приходим к закону (3.1) для    . Выбор (3.3) 
обусловлен возможностью регулирования переменности  t  парамет-
ром  , определяемым различными физическими процессами, изменяю-
щимися со временем по закону (3.3) Мартина-Чиара. Например, в неста-
ционарной фотогравитационной задаче двух тел роль параметра   мо-
жет играть   – коэффициент отражения паруса под действием космиче-
ской среды, либо парусность A/m [101, 104] . 

Итак, рассмотрим задачу Гильдена-Мещерского (3.2) с переменной 
“массой”   , где параметр   подчиняется закону (3.3). При каких               
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законах    задача (3.2), (3.3) допускает строгие решения? Ниже рас-
смотрим случаи, когда уравнения движения (3.2) приводятся к линейно-
му виду и допускают достаточно простые решения, определяемые через 
бесселевы функции [103]. 

 
3.3. Линеаризация уравнений движения 
 
В уравнениях движения (3.2) перейдем к новым переменным   и   

вместо r и t по формулам преобразования 
 

   1 pr  , dtBd q 2                                    (3.4) 
 
где B , p  и q  – постоянные. Используя интеграл площадей задачи 

Cr 2 , из (3.3) и (3.4) получим 
 

 dtCd pn 22    ,                                        (3.5) 
 

откуда следуют соотношения для постоянных B , p и q в преобразовании 
(3.4): 
 

 CB   , nqp 2  .                                      (3.6) 
 

При выполнении соотношений (3.6) преобразование (3.4) обеспечи-
вает переход от времени t к переменной   , меняющейся согласно зако-
ну Мартина-Чиара (3.3). 

В результате преобразования (3.4) уравнения движения (3.2) прини-
мают вид: 

 

     01 22321222

2
2 








  qpqp B

qpp
B

Cq






  .           (3.7) 

B
Cqp   2  , dd /)('   . 

 
Второе уравнение системы (3.7) фактически отражает закон (3.3) и 

определяет связь функции    , поэтому решение задачи сводится к ре-
шению первого уравнения системы (3.7), определяющего функцию    . 

Первое уравнение системы (3.7) с помощью (3.6) приводится к виду 
 

         01
1

2 1222122
2 



   pnn C

pnppn






  .        (3.8) 
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Таким образом, заменой переменных (3.4) уравнения движения зада-
чи (3.2) приводятся к виду (3.7) или к линейному дифференциальному 
уравнению второго порядка (3.8) для определения   . 

 
3.4. Случаи линейного однородного уравнения 
 
Положим 
 

 0yy   ,                                                (3.9) 
 

где 0у  – постоянная, тогда, подставив (3.9) в (3.7), при условии 
 

   







  2232

2

0 1 qp
p qppBCy 


  ,                           (3.10) 

 
для определения функции у имеем уравнение 

 

   012242

2
2 








  yqpp

B
Cyqy qp

  .                 (3.11) 

С учетом соотношений (3.6) получим 
 

       01
1

2 122
2 



   ypnpypny n

  ,           (3.12а) 

    








  pn

p pnpCCy 1222
2

0 1 


  ,                   (3.12б) 

 
полагая 2

00 Cу   , получим закон    (3.12б) в виде 
 

   2 12
0 1 .n pp p n p                                        (3.13) 

 
Уравнение (3.11) или в форме (3.12а) есть уравнение родственное 

уравнению Бесселя и его решения хорошо изучены. 
 
3.5. Случай n = 0. Уравнение Бесселя 
 
Пусть выполняются условия 
 

 02  nqp  , 1  , 1/  dd  .                      (3.14) 
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В этом случае параметр   есть линейная функция угла  . Тогда уравне-
ния (3.11) и (3.13) имеют вид 

 

  
0

4
222 



 

 yqqyqy   ,                        (3.15а) 

   22
0 4

2
1

qqq
 



 
   .                           (3.15б) 

 
Решение уравнения (3.15а) известно [93]: 
 

   Zy
q

2
1

  , 2
1  ,                                 (3.16) 

 
где Z  – цилиндрическая функция 
 

     cossin 21
2

1

2
1 CCZ 

  .                         (3.16а) 

 
Учитывая формулы (3.4), (3.9) и (3.16), получим решение задачи 
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C

r
q

q
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
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  ,                          (3.17а) 
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 ,                (3.17б) 

 

  




 
 22

0 4
2

1 
qqq

 .                          (3.17в) 

 
Формулы (3.17) дают параметрическое решение задачи в случае                  

n = 0 для закона (3.3) изменения параметра  . Связь параметра                   
со временем t  определяется квадратурой (3.17б). Орбита (3.17а) при за-
коне изменения массы   (3.17в) фактически отображает движение по 
эволюционирующему эллипсу с переменным параметром и эксцентри-
ситетом. 
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3.6. Случай n = 1. Уравнение Эйлера. 
 
Пусть 
 

 12  nqp  ,                                       (3.18)  
  

тогда уравнение (3.11) приводится к виду уравнения Эйлера [93]: 
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2

11 2

2
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


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                          (3.19) 

 
и закон (3.10) имеет вид 
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При том же условии (3.18) уравнения (3.12) дают ту же эквивалентную 
(3.19) и (3.20) форму 

 

  2 2
2

11 2 0y p y p y 

        

 ,                     (3.21а) 
 

   pp   22
0 1  .                             (3.21б) 

 
Решения уравнения Эйлера (3.19) имеют вид: 
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или 
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Учитывая (3.4), (3.9) и (3.22) получим решение задачи 
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Из закона (3.3) для случая n=1 следует 

 
   00 exp    .                                      (3.25) 

 
Используя (3.25) представим решение (3.23), (3.24) в функции угла  : 
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cos
2

1exp

1exp ttC

Cq
C

dq
q

q

 ,          (3.27) 

 
где введена новая постоянная 

 
 400 ln1 C 


  .                                   (3.28) 

 
Орбиту (3.26) можно представить в другом виде. Из (3.20) имеем 
 

 




 
















 






2
2

0

2
1 2

11 q
q

 .                               (3.29) 

 
Подставив (3.29) в (3.23) и учитывая (3.25) получаем 
 

 

 



























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














 






















 















cos
2

11

2
11

3

2
2

0

2
0

2
2

0

C

q

C

q

r  .                 (3.30) 
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Обозначим 
 

 p

qC
~2

11
2

22



















 







 , eC

qC



















 



3

2
22

2
11





 ,               (3.31) 
 

тогда получим  
 

   


cos1

~

e
pr  .                                    (3.32) 

 

Орбита (3.32) есть эволюционирующий эллипс с переменными парамет-
ром p~  и эксцентриситетом e , определяемыми формулами (3.31), причем 
для орбиты (3.32) имеем инварианты 
 

 const  , conste   , constp ~  , constp
e ~  .              (3.33) 

 
Третий инвариант отражает свойство изотропного излучения, не нару-
шающего центральность силы, в задаче Гильдена-Мещерского. Первые 
два инварианта указаны в работе [87] , причем второй инвариант выве-
ден Л. Чиара и В.В. Радзиевским и Л.П. Сурковой разными путями [87] . 

 
3.7. Случай n = 2. Уравнение типа уравнения Бесселя 
 
Пусть выполняются условия 
 

 0q  , 1p  , 2n  ,                                     (3.34) 
 

тогда уравнение (3.11) имеет вид  
 

 01
42  yy


 .                                        (3.35) 

 
Это уравнение родственное уравнению Бесселя [93] . Подстановка 
 

     y  ,  1                                     (3.35а) 
 
приводит уравнение (3.35) к виду 

 

 01
2  


  ,                                       (3.36) 
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решение которого 
 

   





  21

1
cos CC 


  ,                                 (3.37) 

 

тогда 
 

 





  21

1
cos CCy


  .                                 (3.37а) 

 

Решение задачи можно представить в виде 
 

 
 







cos12
0 C

C

r  ,                               (3.38а) 

 

   















 














0

02

212
0 1cos

ttC
CC

C

d  ,                    (3.38б) 

 

 



 0  ,                                            (3.38в) 

где 
 2

0
0

1 С


  .                                      (3.39) 
 

Из (3.3) для случая n = 2 имеем 
 

  0
0

11



  ,                                     (3.40) 

 

тогда решение (3.38) можно представить следующим образом 
 

 
   















cos1

1

10
0

2
0 C

C

r  ,                    (3.41а) 

 

 
   

  

































0

02

10
0

2
0 cos1

ttC

C
C

d  ,           (3.41б) 

 

  







 0

0
0

1



  .                             (3.41в) 
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Решение (3.41а) можно записать в виде 
 

 
 














 cos1 1

2

2

CC
Cr  ,                              (3.42) 

 
где   определяется формулой (3.41в). Орбита (3.42) есть эллипс 
 

 
cos1

~

e
pr


                                        (3.43) 

 
с переменным параметром и эксцентриситетом: 
 

 


2
~ Cp   , 



2

1
CCe   .                                 (3.44) 

 
Решение (3.43) обладает инвариантами вида (3.33). Отметим, что 

решение (3.43) есть точное решение. Если в формулах (3.39), (3.40) и 
(3.44) положить 0 , 00  , 10  , 

C
Q

0
  , Q  – постоянная, 0Q , 


1

2 C , 
0

2

10 
CCe  , то получаем решение, найденное в работе [102] для 

линейного закона изменения    в фотогравитационной задаче двух 
тел, которое получено другим путем. 

 
3.8. Общий случай однородного уравнения 
 
Уравнение (3.11) в общем случае имеет решение [93]:  
 

   










 


qp

q

B
C

qp
Zy 212

1

21
1

   ,                        (3.45) 

 
где 
 

    
  2

1
212

141 2







qp
qppq

  .                      (3.45а) 

 
Учитывая (3.6) получаем (n 1 ): 
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 





 


 


n
q

n
Zу 1

2
1

2
1 1

1
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  ,                            (3.45б) 

 
где 
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1
1

2
1 


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

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 .   (3.46) 

 
Для функции y  решение можно представить в виде 

 

      














4

1

3
22

1

1
cos1 C

n
Cny

nqn




  .                 (3.47) 

 
Теперь решение задачи определяется формулами 
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2

1
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r
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
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C
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C

d
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






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











 















 .        (3.48б) 

 
Закон (3.3) дает зависимость    и формулы (3.48) дают параметри-

ческое решение задачи. Зависимость    определяется формулой (3.13). 
В частности, при nq  , 0p  решение (3.48) сводится к кеплеров-

скому случаю. Действительно, из (3.3) и (3.13) в этом случае следует 
0   ,  ~1 n  , и обозначив 

 

  
e

CCn




0

3
21


  ,                                (3.49) 

 

приводим решение (3.48а) к виду 
 

    


cos10

2

e
Cr      (3.50) 

 

периодического движения по коническому сечению. 
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3.9. Случаи линейного неоднородного уравнения 
 
Выше мы рассмотрели решение    задачи, которое сводилось к ис-

следованию линейного уравнения (3.11). Рассмотрим теперь более общий 
случай неоднородного уравнения для   , следующего из (3.7). Решение 
задачи в этом случае можно представить через функции Бесселя, теория 
и свойства которых хорошо изучены, например [105-110], поэтому име-
ем возможность достаточно просто и полно описать движение в задаче 
Гильдена-Мещерского при законах изменения массы   , как функции 
параметра   , изменяющегося по закону (3.3) Мартина-Чиара. 

Выпишем это уравнение  
 

     01 22321222

2
2 








  qpqp B

qpp
B

Cq






  .       (3.51) 

 
Рассмотрим случай представления уравнения (3.51) в виде неоднородно-
го уравнения Бесселя 

 

     f 222 .                             (3.52) 
 

Для этого должны выполняться условия 
 

   ,,,
2
1,1 2

3
2  fCCBpq


                    (3.53) 

 
откуда следует 1  , 0n  в законе (3.3) и p  в уравнении (3.52). 
Решения    из (3.52) с учетом формул (3.4) дают затем решения  r . 
Для заданного  f  закон    определяется согласно (3.53), причем как 
следует из (3.3) для 0n  параметр   в этом случае есть линейная функ-
ция угла   . Решения уравнения (3.52) , определяемые функциями Анге-
ра, Вебера и Ломмеля, достаточно подробно описаны в работе [103]. 
Причем, в случае решений, определяемых функциями Ангера и Вебера, 
правая часть уравнения (3.52)  f  задается в виде линейной функции 
параметра   , а    является дробно-рациональной функцией этого па-
раметра   . В случае решений, определяемых функциями Ломмеля, пра-
вая часть уравнения (3.52)  f  задается в виде степенной функции па-
раметра  , а для    получаем также степенную функцию параметра  . 
Полученные решения, как показано в [103] , можно представить в виде 
эволюционирующего эллипса с переменным параметром и эксцентриси-
тетом. 
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3.10. Общий случай неоднородного уравнения 
  
Рассмотрим исходные уравнения (3.7) и (3.8) для случая достаточно 

произвольной функции   . Пусть    - есть некоторое решение урав-

нения (3.52) с произвольной функцией  f  





 

4
12 , тогда  da b  , 

 0,0  db  есть решение уравнения [93]: 
 

      dad bfddadba  22222222 21   .           (3.54) 
 
Сравнивая (3.54) и исходные уравнения (3.7) и (3.8) получим усло-

вия их совпадения: 
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   


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 
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 
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             (3.55) 

или 
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2
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2

1 ,
1
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11 .
1
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na p

b
n

d n

n p n p n p

C n f
n



   


  


 




 

        
 

 
     

                       (3.56) 

 

Теперь приходим к следующему результату: если    есть              
некоторое решение уравнения (3.52) , с произвольной функцией                   
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 f  





 

4
12 , то 

   
1

1 22 , 1 2 0 , 0
1 2

q
p qC p q B

B p q
  


  

       
 есть реше-

ние уравнения 
 

   22322242

2
2 1  








 qpqp B

qpp
B

Cq






  ,            (3.57) 

  
в котором 

 

      

 
3 1 21 222 21 2 .

1 2

p qp q CB p q f
B p q


  

     
       

                (3.58) 

 
Применительно к уравнению (3.8) имеем следующий результат: если 

   есть некоторое решение уравнения (3.52) с произвольной функцией 

  





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4
12f , то функция 
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  


   
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 есть решение 

уравнения 
 

         ,112 1222122
2

pnn C
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
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



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в котором 

 

      

 
3 1122 2 21 .

1

nn
C n f

n


   


   
     

                        (3.60) 

 
Решение однородного уравнения (3.57) рассматривалось нами ранее. 

Следовательно, общее решение уравнения (3.57) при законе    (3.58) 
имеет вид 

 

      
1 1 2

2 ,
1 2

q p qCy
B p q


    

   
      

                         (3.61) 

 
где  

 

    
1 1 2

2
1
2

.
1 2

q p qCy Z
B p q


 

   
     

                           (3.62) 
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Аналогично общее решение уравнения (3.59) при законе    (3.60) 
имеет вид 

 

      
1 1

2 ,
1

n np
y

n


    


   
     

                            (3.63) 

 
где  
 

    
1 1

2
1
2

.
1

n np
y Z

n


 


   
    

                              (3.64) 

 
Теперь, используя формулы преобразования (3.4), представим реше-

ния задачи, соответствующие (3.61) и (3.63), в следующем виде 
 

 

   
1 2 1 2 1 2

2
1
2

1

1 2 1 2

p q p q p q
r

C CZ
B p q B p q

  
     


    

            

           (3.65) 

 
и 

 
 

   
1 1 1

2
1
2

1 .

1 1

n n n
r

Z
n n

  
 

  


    
          

                   (3.66) 

 
Таким образом, решения (3.65) и (3.66) и соответственно законы из-

менения    (3.58) и (3.60) представляют собой наиболее общую форму 
параметрического решения задачи, в которой параметр   подчиняется 
закону Мартина-Чиара. 

Найденные решения, как и в случаях рассмотренных ранее, можно 
представить в виде эволюционирующего эллипса с переменными пара-
метром и эксцентриситетом. 
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Г Л А В А  4 
 

ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧИ ГИЛЬДЕНА-МЕЩЕРСКОГО 

  
С момента постановки задачи Гильдена-Мещерского до настоящего 

времени прошло более ста лет, однако пока имеются строгие решения, 
полученные И. В. Мещерским [22] и Б. Е. Гельфгатом [23] лишь для оп-
ределенных законов изменения массы небесных тел, имеющих вид 
дробно-рациональных выражений от времени. При отсутствии строгих 
решений задачи для других законов изменения массы повышается зна-
чимость частных решений задачи. С другой стороны, частные решения 
задачи Гильдена-Мещерского могут играть большую роль в исследовании 
иных более сложных задач небесной механики тел переменной массы.  

Известны частные решения задачи Гильдена-Мещерского вида 
 

 2Cr    , 0                                          (4.1) 
 

где r  – радиус-вектор одной материальной точки относительно другой, 
 21 mmG   , G  – гравитационная постоянная,  tm1  и  tm2  – перемен-

ные массы компонент двойной системы,   – безразмерная постоянная,  
С – постоянная интеграла площадей. Решения вида (4.1) используются в 
ограниченной задаче трех тел переменной массы [111] при отыскании 
аналогов интеграла Якоби и исследовании точек либрации. Частные ре-
шения в прямолинейной задаче (С = 0) найдены в работах [67, 73]. 

Выясним физический смысл постоянной   [52]. Частные решения 
(4.1) представляют собой некоторое плоское спиральное движение. Рас-
смотрим сначала математически эквивалентный задаче Гильдена-
Мещерского случай одного неподвижного центра с гравитационным па-
раметром   . Тогда   есть отношение модуля силы ньютоновского при-
тяжения нF


, действующей на пассивно гравитирующую материальную 

точку (спутник), к “мгновенной” центробежной силе в плоскости дви-
жения в каждый заданный момент времени 

 

 23



rF

F

цб

н
 



 , GM .                                (4.2) 

 

Здесь GM , M  – масса неподвижного центра,    – угловая ско-
рость движения спутника. Для задачи Гильдена-Мещерского в поста-
новке относительного движения двух тел с массами 1m  и 2m  и гравита-
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ционным параметром   2121   mmG  теперь величина   есть сум-
ма отношений модуля ньютоновской силы притяжения к “мгновенной” 
центробежной силе, действующей на каждый компонент системы, в 
плоскости движения 

 

 2323
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н
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





 .                           (4.3) 

 

Существование частного интеграла (4.1) задачи Гильдена-
Мещерского приводит к частным решениям вида [111]: 

 

   tRrtr 0  ,    tR
t 2

0   , 
 

    tR
t 0   ,  20100   G  ,                                  (4.4) 

 

  00
2

0 2   tttR  , 
 
где постоянные величины 0 , 0 , 0  удовлетворяют соотношениям 
 

 03
0

02
0

2
000 

r


  ,                                       (4.5) 

Cr 0
2

0  . 
 

Из (4.5) и (4.1) имеем следующее соотношение для параметров задачи 
 

   2
0

2
000 1    .                                         (4.6) 

 

Рассмотрим теперь частные решения задачи Гильдена-Мещерского 
для случая 0С , обобщающие решения вида (4.1) [112]: 

 
   2Ctr    , 0                                             (4.7) 

 
где  t  – некоторая функция времени. 

Подставим   из (4.7) в уравнения движения задачи и получим  
 

  
01

3

2





r

Cr 
  .                                           (4.8) 

 
С помощью метода автономизации [67] уравнение (4.8) преобразованием 
Куммера-Лиувилля: 
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  tvr   ,  dttud                                          (4.9) 
 

приводится к автономной форме  
 

 
2

0
1 0 3 0Cb b 

  


      ,  
d

d
'  .                         (4.10) 

 
Для этого должны выполняться условия: 
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где 1b , 0b  , 0  – произвольные постоянные. 
Уравнение (4.10) допускает частное решение const 0 , которое 

определяется соотношением 
 

 
0

2
04

0 b
C

   , 00 b  .                                    (4.12) 

 
На произвольную постоянную 0  наложим дополнительное условие 

0

0

0
b


  , чтобы выполнялось соотношение 00  . В общем случае реше-

ние уравнения (4.10) представляет самостоятельный интерес, в настоя-
щем случае ограничимся решением (4.12) уравнения (4.10). 

Из метода автономизации [67] следуют общие решения для функций 
vu , , а функция  t  определяется выражением 
 

   ,1 24
0 uvt                                         (4.13) 

 
причем из всего диапазона изменений постоянных 001 ,, bb  рассматри-
ваются такие значения, когда функция  t  является всегда положитель-
ной. Для радиус-вектора r имеем 

 
   0tvr                                               (4.14) 

 
и законы изменения массы определяются выражением 
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Подставляя значения функций u  и v  в формулу (4.15) получим: 
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Формулы (4.16)-(4.20) определяют законы изменения массы  t  от 

времени, при выполнении которых существуют частные решения типа 
(4.7). Полученные решения достаточно простые и их можно будет ис-
пользовать для исследований в ограниченной задаче трех тел перемен-
ной массы и в других более сложных задачах небесной механики тел пе-
ременной массы.  
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Г Л А В А  5  
 

ЭВОЛЮЦИЯ ОРБИТ ДВОЙНЫХ СИСТЕМ  
С ИЗЛУЧЕНИЕМ 
 

Рассмотрим задачу двух гравитирующих и излучающих тел, впервые 
поставленную и исследованную В. В. Радзиевским [76], c дополнитель-
ным предположением изотропной переменности масс взаимодействую-
щих тел [77, 89, 113].  

Уравнения относительного движения рассматриваемой задачи име-
ют вид 

 
 3r

rr


   ,                                              (5.1) 

где 
 

  2211 mqmqG                                           (5.2) 
 
– переменный фактор, в котором обозначено: G  – гравитационная по-
стоянная, 1m  и 2m  – массы тел, 1q  и 2q  – коэффициенты редукции тел 1m  
и 2m . В общем случае массы 1m  и 2m  являются некоторыми заданными 
функциями времени t . Задача (5.1) объединяет задачу Гильдена-
Мещерского (  t  ), внося в нее новый физический смысл, и фотогра-
витационную задачу двух тел Радзиевского ( const ) [77, 89]. 

Уравнения движения (5.1) умноженные векторно на r  и скалярно на 
скорость r  дают, соответственно, интеграл площадей constC 


: 

 
 Crr



  , 0 rCrC 


                                   (5.3) 

 
и квазиинтеграл энергии h : 

 
 

r
dhh

r
r  22 0

2  .                                   (5.4) 

 
Интегрирование по   производится в пределах от 0  до  , соответст-
вующих изменениям времени от нуля до текущего момента t . В качестве 
следствия (5.3) и уравнений движения (5.1) легко получить другой ква-
зиинтеграл – вектор Лапласа f


 (такой, что 0Cf


 ): 
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 
r
drff

r
rCr 




0  ,                                (5.5) 
 

квадрат которого, как следует из тождеств (5.5) и (5.4), имеет тот же вид, 
что и в невозмущенной задаче Кеплера, но с переменными   , f  , h : 

 

 2222 hCff  


 .                                     (5.6) 
 
Таковы исходные соотношения, необходимые для дальнейшего ана-

лиза. Полученные соотношения являются точными и приемлемы для 
любых  t  [99, 113]. Соотношения подобные (5.3)–(5.5) выведены в ра-
боте [114] для случая    tt   1 , где   – малая величина,  t  – моно-
тонная дифференцируемая функция от времени t . 

Поскольку характерной динамической переменной в данной задаче 
является параметр  t , можно всюду заменить дифференцирование и 
интегрирование по времени таковыми по  , что заметно упрощает вы-
числения. Тогда, обозначая производные d

d  штрихом и дифференци-

руя равенства (5.4), (5.5) и (5.6), находим, соответственно: 
 

 
r

h 2
  ,                                               (5.7) 

 

 
r
rf


  ,                                              (5.8) 
 

 
r

CChffff
2

2

2
1

 


 .                        (5.9) 
 

С другой стороны, согласно (5.8), 
 

 cosf
r
rfffff 


 ,                          (5.10) 
 

где угол 
^

fr


  принято называть истинной аномалией. Сопоставляя 
(5.9) и (5.10) приходим к форме траектории задачи (5.1) [99, 113]: 
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Учитывая (5.6) из (5.11) получим эволюционирующую орбиту 
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cos1 e

pr


                                          (5.12) 
 

с переменными элементами орбиты 
 

 


2Cp   , 2

2

1


hCe   ,    ,                        (5.13) 

 
где p  – параметр, e  – эксцентриситет орбиты,   – аргумент перицентра, 
отсчитываемый от некоторого фиксированного направления,   – поляр-
ный угол. Решения типа (5.11) в случае задачи Гильдена-Мещерского 
можно встретить в исследованиях различных авторов (см., например 
[3]). Используя результаты исследований задачи Гильдена-Мещерского 
можно сразу указать интегрируемые случаи задачи (5.1): это случаи                   
изменения    2211 mqmqGt   согласно законам И. В. Мещерского или                         
Б. Е. Гельфгата [66]. Из результатов исследования фотогравитационной 
задачи двух тел [76] следует, что траекторией движения (5.12), в зависи-
мости от знаков   и h , может быть любое оскулирующее коническое 
сечение. 

Определим элементы орбиты (5.12): a  – большую полуось, e  – экс-
центриситет, T  – период, в терминах характеристик движения (постоян-
ной площадей C  и общей энергии 

2
hE   ). Имеем 
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Используя (5.14), получим 
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Для изотропной потери массы имеем rE   . В случае медленного 
изменения параметра  , полагая, что в среднем за один оборот 

ar 11  , и используя (5.14), получим 
 

  2EE  ,                                      (5.16) 
 
откуда следует адиабатический инвариант [96] вида 
 

  22211
2~ mqmqGE   .                                 (5.17) 

 
Поэтому система (5.15) принимает вид 
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0
1 2 
 e

ee  , 

 
из которого следуют инварианты Джинса [115]: 
 

 consta   , constT 2  , conste  ,                     (5.19) 
 
обобщенные на случай  t , определяемый формулой (5.2). Инварианты 
(5.19) представляют интерес для исследования медленной эволюции ор-
бит; общий ход эволюции орбит двойных систем с излучением опреде-
ляется уравнениями (5.15). 
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Г Л А В А  6  
 

ПРОМЕЖУТОЧНОЕ ДВИЖЕНИЕ И  
СИСТЕМЫ ОСКУЛИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
6.1. Введение 
 
Задача двух тел постоянной массы, движущихся под действием сил 

взаимного притяжения, является одной из основных задач небесной ме-
ханики, на основе которой исследуются более сложные динамические 
системы, учитывающие различные реальные факторы в движении не-
бесных тел. Успех динамического описания поведения гравитирующей 
системы во многом определяется удачным выбором исходного, так на-
зываемого невозмущенного движения, каковым является в классической 
небесной механике кеплеровское периодическое движение по кониче-
скому сечению. Задача двух тел переменной массы в форме задачи 
Гильдена-Мещерского является одной из основных нестационарных за-
дач небесной механики, и для проблем небесной механики тел перемен-
ной массы и их фотогравитационных обобщений она играет такую же 
важную роль, как и кеплеровская задача в небесной механике тел с по-
стоянными массами. При исследовании динамики гравитирующих сис-
тем с учетом эволюционных факторов (вековая убыль массы, диссипа-
ция, аккреция и другие негравитационные эффекты ) встает вопрос вы-
бора исходной невозмущенной орбиты, отличной от кеплеровской и 
учитывающей уже в первом приближении основные эволюционные тен-
денции динамической системы. Приведем результаты исследований в 
этом направлении [116, 117]. 

 
6.2. Метод автономизации 
 
Рассмотрим задачу Гильдена-Мещерского [21, 22]: 
 

   ,
3r

rtr


                                           (6.1) 

 
где r  – радиус-вектор движущейся точки, 222 zyxr  ,    tmGt  , 
G  – гравитационная постоянная,  tm  – суммарная масса тел,  t  – не-
которая функция времени. 

Пространственно-временным преобразованием 



 85 

   dttudtvr   ,
                                (6.2) 

 
задача Гильдена-Мещерского (6.1) приводится к виду 
 

 









0130 bb                                     (6.3) 

где 
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При 1 0,b const b const   задача (6.1) приводится к автономной форме.           
Такой метод исследования, начатый И. В. Мещерским [22], получил 
дальнейшее развитие в работах [68, 73]. В одной из основополагающих 
работ по небесной механике тел переменной массы [65] предложен ме-
тод исследования задачи (6.1) путем приведения ее к автономному виду 
(6.3) с малыми слагаемыми при коэффициентах 1 0,b b  по сравнению с ос-
новной ньютоновской силой для случая изменения массы по закону                   
Эддингтона-Джинса n  . Показано, что в этом случае можно к (6.3) 
применять аппарат классической теории возмущений и определять ос-
кулирующие элементы изображающей кеплеровской орбиты. Однако 
этот метод ограничивает законы изменения массы тел, не дает нагляд-
ных представлений об орбите как оскулирующем коническом сечении и 
не определяет непосредственно в исходных переменных дифференци-
альные уравнения для оскулирующих элементов орбиты. 

 
6.3. Метод полуавтономизации 
 
Идея метода состоит в том, чтобы модификацией метода исследова-

ния, предложенного в [65], устранить его указанные выше недостатки 
[116, 117]. Для этого задачу (6.1) приводим к виду (6.3), причем 

constbconstb  01 , , то есть (6.3) имеет полуавтономную форму: основ-
ная сила ньютоновского притяжения стационарна, а добавочные силы с 
коэффициентами 01 , bb – нестационарны. Теперь метод исследования 
[65] – применение теории возмущений к (6.3) – возможен для произ-
вольного закона изменения массы  t  (непрерывная вместе с первой и 
второй производной функция времени), в предположении малости чле-
нов с коэффициентами 01 , bb в (6.3). Частный случай такого подхода 
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рассмотрен в [118]. Второй недостаток метода автономизации [65] уст-
раняется следующей модификацией: автономная часть (6.3) рассматри-
вается сразу в исходных координатах ( tr , ) в качестве промежуточного 
движения. Тогда теория возмущений будет строиться сразу в исходных 
переменных ( tr , ).  

  
6.4. Промежуточное движение 
 
Указанный выше метод полуавтономизации [116, 117] дает наиболее 

общую первую (I) форму уравнений промежуточного движения 
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013    ,                                (6.5) 

 

где 
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и, соответственно, общую I форму промежуточной орбиты 
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где ,r  – полярные координаты, остальные обозначения принятые. По-
лагая ra 

1  и ra 
0  малыми по сравнению с основной силой ньютоновского 

взаимодействия тел в (6.5), имеем промежуточную орбиту (6.7) и на ее 
основе можем строить теорию возмущений. 

Здесь  tv  и  tu  – соответственно геометрический и динамический 
параметры промежуточной орбиты. Оставляя, к примеру, свободным 
геометрический параметр  tv  орбиты, из (6.6) имеем 

 

 ,3
0v

u



                                          (6.8) 

 
тогда получим вторую (II) форму уравнений промежуточного движения 
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                                     (6.9) 

где 
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Форма (6.5) является двупараметрической (не считая  ). Вторая (II) 
форма (6.9) – однопараметрическая. Соответственно II форма промежу-
точной орбиты имеет вид 
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            (6.11) 

 
Определим геометрический параметр через сам нестационарный 

фактор проблемы (6.1) –  t : как и в работе [65] введем безразмерные 
функции времени: 

 

 
k

v 









0
  ,                                         (6.12) 

тогда из (6.8) имеем 
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и получаем третью (III) форму уравнений промежуточного движения: 
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Здесь параметр k определяет множество класса промежуточных движе-
ний (6.14). Полагая малыми второй и третий слагаемые в (6.14) по срав-
нению с первым в правой части, можем строить теорию возмущений на 
базе промежуточного движения (6.14), определяющего III форму про-
межуточной орбиты 
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З а м е ч а н и е  1. Отметим, что в общем случае, уравнения проме-

жуточного движения (6.5), (6.9), (6.14) и, соответственно, промежуточ-
ные движения: (6.7) – общая первая (I) форма, (6.11) – вторая (II) форма, 
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(6.15) – третья (III) форма, предложены для обобщенной нестационарной 
задачи двух тел, в которой в правых частях уравнений движения, поми-
мо основной силы ньютоновского взаимодействия, дополнительно учи-
тываются силы, пропорциональные радиус-вектору и скорости движе-
ния. Найденные промежуточные движения являются основой для иссле-
дования задачи двух тел переменной массы в различных формулиров-
ках. В каждом случае следует конкретизировать уравнения промежуточ-
ного движения (6.5), (6.9), (6.14) и соответствие правых частей уравне-
ний промежуточного движения соответствующей задаче двух тел пере-
менной массы.  

В общем случае, уравнения промежуточного движения (6.5), (6.9), 
(6.14) определяют класс нового промежуточного движения – апериоди-
ческого движения по квазиконическому сечению с переменным пара-
метром, и, соответственно, промежуточные движения: (6.7) – общая пер-
вая (I) форма, (6.11) – вторая (II) форма, (6.15) – третья (III) форма. 

 
 6.5. Частные случаи III формы промежуточного движения 
 
Промежуточное движение (6.14) содержит в себе, как частные слу-

чаи, известные и предлагавшиеся ранее движения в задаче (6.1): 
1) апериодическое движение по коническому сечению [26, 119]: 
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2) апериодическое движение по квазиконическому сечению [120, 121]: 
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3) периодическое по истинной аномалии движение по квазикониче-
скому сечению: 
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Движение (6.17) как промежуточное в изображающих координатах ука-
зано в [118]. Движение (6.18) дает промежуточную орбиту 
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Впервые орбита вида (6.19) в задаче (6.1) найдена в работе [71]. 
Отметим, что различные значения k в (6.14) определяют множество 

других возможных промежуточных орбит. 
 
 6.6. Условия касания 
 
 Сравнивая действительное движение (6.1) с движением по оскули-

рующей орбите на основе промежуточного движения, находим условия 
касания орбит [117]: 
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Условия малости добавочных сил в найденных промежуточных движе-
ниях имеют вид 
 

 ,1,1 2
01  TaTa                              (6.21) 

 

где 
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квазикеплеров период. Применительно к параметру   имеем 
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Первое из условий (6.22) получено ранее применительно к аперио-

дическому движению по коническому сечению [26]. 
Для действительного движения, являющегося возмущенным движе-

нием (6.1), условия касания орбит находятся просто известным спосо-
бом [75, 122]. 

 
6.7. Интегралы движения 
 
Для движения (6.5) имеем аналоги интеграла площадей, энергии и 

вектора Лапласа: 
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Здесь обозначения принятые. Для (6.9), (6.14) интегралы движения есть 
следствие (6.23) – (6.25). Например, для движения (6.14) соответствую-
щие интегралы движения имеют вид: 
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6.8. Составляющие скорости промежуточного движения 
 
Для движения (6.5) имеем выражение для вектора-скорости: 
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Соответственно для движения (6.14): 
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где nr ee  ,  – единичные векторы по r  и по нормали к r  в плоскости ор-
биты и по направлению возрастания истинной аномалии. 
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6.9. Интегрирование методом Гамильтона-Якоби 
 
Промежуточные орбиты (6.7), (6.11), (6.15) получены непосредст-

венным решением соответствующих дифференциальных уравнений 
промежуточного движения. Найдем эти решения методом Гамильтона-
Якоби [117, 123]. Тогда для случая пертурбационной функции будем 
иметь возможность применить каноническую теорию возмущений. 

Общую форму (6.5) можно представить в виде 
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где zyx ,,  – прямоугольные координаты, 222 zyxr  ,  , 1a , 0a  – 
функции времени, определяемые формулами  
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причем  tv ,  tu  – достаточно произвольные, дважды дифференцируе-
мые, функции времени, const0 . 

Введем новые переменные  ,  ,  , связанные с прямоугольными 
координатами формулами 
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                                      (6.33) 

 
Кинетическая энергия 
 

  222

2
1 zyxT                                         (6.34) 

 
в координатах  ,  ,   примет вид 
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Введем обобщенные импульсы обычным образом  
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и систему уравнений (6.31) запишем в форме 
 

 

,,

,,

,,

1

1

1



















paHp
p
H

paHp
p
H

paHp
p
H





































                            (6.37) 

 
где функция Гамильтона H  имеет вид 
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Перейдем к новым импульсам [123]  
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где функция  t  удовлетворяет соотношению 
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тогда система (6.37) запишется в канонической форме  
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в которой гамильтониан H~  имеет вид 
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Интегрирование неавтономной системы (6.41) проведем методом 

Гамильтона-Якоби [117, 123]. Соответствующее уравнение Гамильтона-
Якоби имеет вид 
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Полный интеграл V  уравнения (6.43) ищем в виде 
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Подставив выражение (6.44) в уравнение (6.43), учитывая формулы 
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уравнение 
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решение которого имеет вид 
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причем 1  – меньший корень трехчлена, стоящего под знаком квадрат-
ного корня в выражении  1W , 1 , 2 , 3  – произвольные постоянные.  

С учетом выражения (6.40) для функции  t , решение W  (6.46) при-
нимает вид 
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Теперь полный интеграл V  (6.44) уравнения (6.43) имеет вид 
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Общий интеграл канонической системы (6.41) запишется в виде 
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где 1 , 2 , 3  – новые произвольные постоянные. 

Учитывая преобразование (6.39) и соотношение (6.40), запишем об-
щий интеграл системы (6.31) в виде 
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Выражения (6.51) и (6.52) содержат шесть необходимых для общего 
интеграла уравнений промежуточного движения произвольных посто-
янных  

 
 ,,,,,, 321321                                   (6.53) 

 
которые являются аналогами канонических элементов Якоби кеплеров-
ской задачи [124], и переходят в них при  
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Введем вместо   новую переменную u~ , полагая 
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и из уравнений (6.51), аналогично кеплеровской задаче [124], получим 
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причем канонические постоянные 321321 ,,,,,  , являющиеся ана-
логами элементов Якоби кеплеровской задачи, связаны с аналогами кеп-
леровских элементов орбит (6.7), (6.11), (6.15), введенными в работе 
[117]:  
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формулами 
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   .,, 321   F                         (6.57) 
 

Здесь, в указанных выше формулах (6.51), (6.56), (6.57),  tF  есть перво-
образная функция для  tu  ,  F  является для уравнений промежуточно-
го движения (6.5), (6.9), (6.14) и соответственно для промежуточных ор-
бит (6.7), (6.11), (6.15) шестой постоянной интегрирования и аналогом 
шестого, динамического, элемента   кеплеровской орбиты (  – момент 
прохождения через перицентр орбиты). 
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С учетом (6.33), (6.51), (6.52) общее решение уравнений промежу-
точного движения (6.31) дается формулами 
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Для эллиптических движений ( 1e  ) с помощью преобразования 
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из последнего уравнения (6.60) получим аналог уравнения Кеплера 
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Общий интеграл для систем уравнений (6.9), (6.14), являющихся 
следствиями общей системы (6.5), описывающих, соответственно, вто-
рую и третью формы движений, получим аналогично проведенному ре-
шению для общей первой формы движения (6.31), учитывая в формулах 
(6.51), (6.52) выражения для функций  tu , соответственно (6.8) и (6.13).  

Формулы, аналогичные (6.58) – (6.62), получим для движений (6.9), 
(6.14), учитывая в них выражения для функций    tutv ,  (6.8) и (6.12), 
(6.13), соответственно. К примеру, для II формы движения (6.9) имеем 
формулы (6.58) – (6.62), в которых 
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а для III формы движения (6.14) имеем формулы (6.58) – (6.62), в кото-
рых 
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6.10. Уравнения возмущенного движения 
 
Рассматривая промежуточное движение (6.5), (6.9), (6.14) в качестве 

исходного невозмущенного движения, запишем уравнения возмущенно-
го движения 
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где  trrF ,, 


 – произвольная возмущающая функция. 

Применяя методы теории возмущений [122, 124], следуя А. И. Лурье 
[125], с помощью формул (6.23)–(6.25), (6.29) получим систему оскули-
рующих элементов апериодического движения (6.5) по квазиконическо-
му сечению с переменным параметром: 
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3,, FFF nr  – принятые [125] проекции возмущающей силы  trrF ,,  .  
Уравнения (6.66) являются наиболее общими [117]. Учитывая (6.8), 

получим из (6.66) результаты, указанные в работе [121]. Для движения 
(6.14) из (6.66) получим:  
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где обозначения прежние (6.67), причем 
 

 

 
Полагая 0k  в уравнениях (6.68) получим результаты работы [26], 

при 1k  из уравнений (6.68) следуют результаты, указанные в работе 
[120]. 

 
6.11. Уравнения Ньютона для оскулирующих элементов 
 
Уравнения для оскулирующих элементов можно представить в наи-

более общей форме уравнений Ньютона, пользуясь известными метода-
ми теории возмущений [122, 124] применительно к движению (6.5), 
(6.9), (6.14). В результате получаем: 

 
,~21

2 Tr
uvdt

dp
  

  ,~coscos~sin1
2

















 Tv

vp
reSv

uvdt
de

  

,~~cos1
2

Wu
p
r

uvdt
di

                                                                   (6.69) 

,~
sin

~sin1
2

W
i
u

p
r

uvdt
d


  

,~~sin~1sin~cos1
2 

















 Wctgiu

p
rTv

vp
r

e
Sv

euvdt
d   

    ,~~cossin1
2

2

0
3 p

rTN
r
pvSeNp

e
p

uvdt
dF





  


  

 

где 
 

;~;~;~

000

WpWTpTSpS


  

 
WTS ,,  – обычно принятые [124] проекции возмущающей силы 

 trrF ,,  , остальные обозначения те же, что и в (6.67). Уравнения (6.69) 
являются уравнениями Ньютона для оскулирующих элементов проме-
жуточного движения (6.5). 
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Для движения (6.14) система оскулирующих элементов (6.69) при-
нимает вид 
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где обозначения прежние, причем  tF  определяется формулой (6.64). 

 
6.12. Уравнения Лагранжа для оскулирующих элементов 
 
Пусть в уравнениях возмущенного движения (6.65) возмущение F
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Это уравнения для оскулирующих элементов движения (6.5) в форме 
уравнений Лагранжа. 

Для движения (6.14) соответственно получим: 
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причем  tF  определяется формулой (6.64). 

Для эллиптических оскулирующих элементов ( 1e ) предпочтитель-
на следующая система Лагранжа для элементов движения (6.5):  

 
,21

2 



R

nauvdt
da  

  ,
11

111
22

2

2

2

2

























R

ena
eeR

ena
e

uvdt
de  



 102 

,
1sin1

11
22

2
222 

































RR

ena

tgR
ienauvdt

di i

                   (6.73) 

,
sin1

11
222 















i
R

ienauvdt
d  

,1
1

1
2

2

22
2

2






















e
R

ena
e

i
R

ena

tg
uvdt

d i  

  ,
11

1
1

21
22

2

22
2

2






























e
R

ena
ee

i
R

ena

tg
a
R

nauvdt
d i  
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причем 0M  – средняя аномалия в эпоху. 
 

Для движения (6.14) вместо (6.73) получим: 
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В некоторых случаях предпочтительно включить в систему элемен-

тов M  – среднюю аномалию. Тогда имеем следующие уравнения для 
элементов: 
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Применительно к движению (6.14) получим: 
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Таким образом, найденное промежуточное движение (6.5), (6.9), 
(6.14) – апериодическое движение по квазиконическому сечению с пе-
ременным параметром является наиболее общим [116, 117] , а получен-
ные уравнения Ньютона и Лагранжа для оскулирующих элементов этого 
промежуточного движения содержат в себе, как частные случаи, извест-
ные результаты, полученные ранее, и дают основу для дальнейшего ана-
лиза проблемы (6.1). 
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Г Л А В А  7 
 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  
СИСТЕМ ОСКУЛИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Рассмотрим уравнения возмущенного движения (6.65) применитель-

но к промежуточному движению в форме (6.14). Сопоставляя уравнения 
(6.65) с исходными уравнениями (6.1) задачи Гильдена-Мещерского на-
ходим, что изотропное изменение массы в рассматриваемой задаче эк-
вивалентно влиянию возмущающего фактора следующей структуры: 
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то есть задача Гильдена-Мещерского может трактоваться как задача об 
апериодическом движении по квазиконическому сечению с переменным 
параметром (6.14) при наличии возмущающей силы вида (7.1). Различ-
ные значения k  влияют на геометрический и динамический параметры 
промежуточного движения, как это видно из (6.15). Действительно, из 
(6.15) следует выражение для параметра *p  орбиты 
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или для большой полуоси *a : 
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а выражение для динамического элемента  F  определяется формулой 
(6.64). При 0k  имеем совпадение геометрических элементов аперио-
дического и кеплеровского движений, в этом случае промежуточное 
движение играет важную роль в космогоническом отношении [26], при 

0k  динамические системы, описываемые уравнением вида (6.65) для 
промежуточного движения (6.14), актуальны уже с точки зрения количе-
ственного прослеживания движения, а не только в космогоническом от-
ношении. Поэтому, для 0k , промежуточное движение (6.14) для раз-
личных значений k  может играть важную роль, например, в задачах 
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управления, в динамике космического полета и других нестационарных 
задачах механики, в которых требуется отслеживание движения иссле-
дуемого тела по орбите на определенном заданном интервале времени. 

Рассмотрим эволюцию систем элементов ,, ea  в задаче Гильде-
на-Мещерского для двух случаев параметра орбит 0k  и 1k  . Для 
того, чтобы обеспечить полноту системы уравнений для оскулирующих 
элементов ,a  ,e  и   , присоединим к выражениям ,a  e  и   , определяе-
мым к примеру из (6.68), соотношение для истинной аномалии   u~  , 
учитывая интеграл площадей задачи Гильдена-Мещерского: 
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Теперь для 0k  из (6.68) и (7.1), с учетом (7.4), имеем систему для 

оскулирующих элементов ,1a  ,1e  1 : 
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Соответственно, для 1k  из (6.68), (7.1) и (7.4) получим систему для 
оскулирующих элементов ,2a  ,2e  2 : 
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Сравним системы для элементов (7.5) и (7.6) [126]. Для этого прове-
дем численное интегрирование указанных систем в предположении из-
менения массы  t  по закону Эддингтона-Джинса 

 
 ,4,44,0,  nn                               (7.7) 

 
где   – малая отрицательная постоянная, а интервал для n  наиболее ха-
рактерный для истечения массы звезд в форме корпускулярного или фо-
тонного излучения. В этом случае система (7.5) принимает вид ( 0k ):  
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где вместо t  принята новая независимая переменная  t . Соответствен-
но, для системы (7.6) получим ( 1k ): 
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Системы (7.8) и (7.9) решаем численно методом Рунге-Кутта. Рас-

смотрим начальные условия для эксцентриситета 10  e , т.е. первона-
чальное движение выбираем эллиптическим. В случае, когда начальное 
значение эксцентриситета равно нулю, рассматриваем уже не системы 
(7.8) и (7.9), а исходные уравнения движения задачи Гильдена-
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Мещерского в прямоугольных координатах zyx ,,  и численное интегри-
рование применяем непосредственно к этим уравнениям, как это рас-
сматривалось, например, в работе [119]. Для сравнения эволюции эле-
ментов систем (7.8) и (7.9) выбираем одинаковые начальные значения 

,10 a  ,2,00 e  ,00   .00   Начальное значение массы   выбираем 
.10   Закон изменения массы (7.7) рассматриваем для случаев ,1n  

,2n  .3n  Для случая 1k  системы (7.9) дополнительно рассмотре-
ны начальные значения эксцентриситета 5,00 e  и 9,00 e . 

Результаты численного интегрирования приводятся на рисунках 7.1–
7.24. Показано поведение элементов ,a  ,e    в зависимости от  t  для 
различных законов изменения массы  t . Рисунки 7.1–7.24 дают воз-
можность сравнить поведение элементов орбит для различных рассмот-
ренных значений k  исходного промежуточного движения. 

 

 
 

Рисунок 7.1 – Зависимость большой  
полуоси от массы;  001,0 , 

2,00 e , 00   
 

 
 

Рисунок 7.2 – Зависимость  
эксцентриситета от массы;  

 001,0  
 

 
 

Рисунок 7.3 – Зависимость аргумента 
перицентра от массы;  001,0  

 
 

Рисунок 7.4 – Зависимость большой  
полуоси от массы; 2001,0   , 

2,00 e , 00   
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Рисунок 7.5 – Зависимость  
эксцентриситета от массы; 

2001,0    
 

 
 

Рисунок 7.6 – Зависимость аргумента 
перицентра от массы; 2001,0    

 
 

Рисунок 7.7 – Зависимость большой  
полуоси от массы; 3001,0   , 

2,00 e , 00   

 
 

Рисунок 7.8 – Зависимость  
эксцентриситета от массы;  

3001,0    
 

 
 

Рисунок 7.9 – Зависимость аргумента  
перицентра от массы;  

3001,0    

 
 

Рисунок 7.10 – Зависимость  
элемента 2a  от массы;  001,0 , 

2,00 e , 00   
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Рисунок 7.11 – Зависимость эксцентри-
ситета от массы;  001,0  

 

 
 

Рисунок 7.12 – Зависимость аргумента 
перицентра от массы;  001,0  

 
 

Рисунок 7.13 – Зависимость элемента 2a  
от массы; 2001,0   , 

2,00 e , 00   

 
 

Рисунок 7.14 – Зависимость  
эксцентриситета от массы;  

2001,0    
 

 
 

Рисунок 7.15 – Зависимость аргумента 
перицентра от массы; 2001,0    

 
 

Рисунок 7.16 – Зависимость элемента 2a  
от массы; 3001,0   , 

2,00 e  , 00   
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Рисунок 7.17 – Зависимость  
эксцентриситета от массы; 

3001,0    
 

 
 

Рисунок 7.18 – Зависимость аргумента 
перицентра от массы; 3001,0    

 
 

Рисунок 7.19 – Зависимость элемента 2a  
от массы; 3001,0   , 5,00 e , 

00   
 

 

 
 

Рисунок 7.20 – Зависимость  
эксцентриситета от массы;  

3001,0    

 

 
 

Рисунок 7.21 – Зависимость  
аргумента перицентра от массы; 

3001,0    

 
 

Рисунок 7.22 – Зависимость элемента 2a  
от массы; 3001,0   , 

9,00 e , 00   
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Рисунок 7.23 – Зависимость  
эксцентриситета от массы; 

3001,0    

 
 

Рисунок 7.24 – Зависимость  
аргумента перицентра от массы; 

3001,0    
 

Для случая 0k  апериодического движения по коническому сече-
нию виден рост большой полуоси и отсутствие вековых вариаций экс-
центриситета и аргумента перицентра. Для случая 1k  апериодическо-
го движения по квазиконическому сечению с переменным параметром 
элемент 2a  остается практически постоянным, поскольку в (7.2) выбо-
ром элемента 2a  в этом случае сразу отделяется эффект влияния измене-
ния массы, элемент 2e  также остается практически постоянным, а эле-
мент 2  во всех случаях дает монотонные изменения, в случае экспо-
ненциальной убыли массы ( 1n ) 2  убывает, в случае изменения массы 
по закону Эддингтона-Джинса (7.7), при значениях показателя ,2n  

3n , 2  растет. Полученный результат качественно отличается от пове-
дения аналогичного элемента для системы (7.8)  0k , где 1  испытыва-
ет колебания с увеличивающейся амплитудой, и подтверждает резуль-
тат, найденный А. Депри и др. [127], по обнаружению эффекта вращения 
линии апсид в задаче Гильдена-Мещерского, отмечается малость вели-
чины эффекта, что также видно из приведенных нами рисунков. Из ре-
зультатов численного интегрирования видно, что указанные элементы 
для апериодического движения с переменным параметром  1k  лучше 
описывают фактическое движение, чем в случае  0k , поскольку испы-
тывают значительно меньшие отклонения в процессе эволюции, вплоть 
до убыли массы почти до нуля. Приведены таблицы 7.1–7.4, в которых 
даются численные значения максимумов и минимумов эксцентриситета 
и других соответствующих параметров орбит для различных рассмот-
ренных случаев.  
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Таблица 7.1 - Максимумы и минимумы эксцентриситета и соответствующие  
значения параметров системы (7.8) с 0k  и с начальными условиями  

10 a , 2.00 e , 00  , 00  ; 3001.0 mm   
 

Масса 
 
 

Большая 
полуось 

Эксцент-
риситет 

Линия 
апсид 

Истинная 
аномалия 

1. 00000 1. 00000 . 20000 . 00000 . 00000 
. 90490 1. 09940 . 19664 . 01019 29. 90646 
. 85390 1. 16586 . 20391 . 01579 45. 79227 
. 79690 1. 24182 . 19560 . 01847 60. 91084 
. 76190 1. 30144 . 20485 . 01748 70. 97256 
. 69790 1. 41005 . 19427 . 01716 86. 12825 
. 65890 1. 49750 . 20644 . 01566 96. 01678 
. 61390 1. 59414 . 19268 . 01333 105. 09970 
. 53791 1. 82246 . 20952 . 01529 121. 12310 
. 44491 2. 16748 . 18641 . 02003 136. 40670 
. 38291 2. 53634 . 21826 . 02681 146. 35500 
. 30491 3. 10098 . 17209 . 02115 155. 27900 
. 20891 4. 62500 . 25828 . 06115 165. 18870 
. 16091 5. 62991 . 10928 -. 00203 167. 87940 
. 10000 10. 17483 . 40823 . 33515 171. 49720 

 
Таблица 7.2 - Максимумы и минимумы эксцентриситета и соответствующие  

значения параметров системы (7.9) с 1k  и с начальными условиями  
,10 a  2.00 e , 00  , 00  ; 3001.0 mm   

 
Масса 

 
 

Большая  
полуось 

Эксцент-
риситет 

Линия 
апсид 

Истинная 
аномалия 

1. 0000000 1. 000000 . 2000000 . 00000000 . 00000 
. 5059063 . 999999 . 2000026 . 00080107 382. 74830 
. 4569070 1. 000002 . 2000090 . 00096079 511. 74820 
. 4219074 . 999998 . 1999996 . 00108822 634. 12430 
. 3499084 1. 000021 . 2000532 . 00116045 1063. 79500 
. 3219087 1. 000015 . 2000395 . 00123282 1306. 49800 
. 3119088 1. 000021 . 2000523 . 00126778 1409. 14900 
. 2619095 1. 000017 . 2000429 . 00148472 2113. 42900 
. 2579095 1. 000021 . 2000520 . 00147479 2198. 30200 
. 1199094 . 999998 . 1999964 . 00212865 11548. 69000 
. 1169094 1. 000000 . 2000015 . 00215239 12157. 43000 
. 1059093 . 999990 . 1999785 . 00215577 15097. 59000 
. 0550000 . 999970 . 1999276 . 00265516 58230. 30000 
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Таблица 7.3 - Максимумы и минимумы эксцентриситета и соответствующие  
значения параметров системы (7.9) с 1k  и с начальными условиями 

 10 a , 5.00 e , 00  , 00  ; 3001.0 mm   
 

Масса 
 
 

Большая  
полуось 

Эксцент-
риситет 

Линия 
апсид 

Истинная 
аномалия 

1. 0000000 1. 000000 . 5000000 . 00000000 . 00000 
. 7969026 1. 000001 . 5000013 . 00027243 76. 27394 
. 6899040 1. 000003 . 5000032 . 00041428 130. 70170 
. 5619056 1. 000026 . 5000224 . 00068017 273. 31710 
. 5179062 1. 000015 . 5000125 . 00073442 402. 65510 
. 4549070 1. 000013 . 5000115 . 00084147 602. 55060 
. 3459084 1. 000064 . 5000558 . 00100019 1467. 80700 
. 2529096 1. 000035 . 5000306 . 00108973 3649. 02500 
. 2159096 1. 000054 . 5000467 . 00117846 5303. 58200 
. 1729095 1. 000060 . 5000519 . 00129204 8747. 02600 
. 1229094 1. 000026 . 5000222 . 00144146 18175. 48000 
. 1029093 1. 000081 . 5000700 . 00154505 25401. 33000 
. 0879093 1. 000037 . 5000324 . 00156977 37343. 24000 
. 0819092 1. 000071 . 5000619 . 00161034 42751. 59000 
. 0550000 1. 000073 . 5000635 . 00195567 86632. 99000 

 
Таблица 7.4 - Максимумы и минимумы эксцентриситета и соответствующие  

значения параметров системы (7.9) с 1k  и с начальными условиями  
10 a , 9.00 e , 00  , 00  ; 3001.0 mm   

 
Масса 

 
 

Большая  
полуось 

Эксцент-
риситет 

Линия 
апсид 

Истинная ано-
малия 

1. 0000000 1. 0000000 . 9000000 . 000000000 . 00000 
. 9809848 . 9999999 . 8999999 . 000027932 7. 76048 
. 9267204 . 9999955 . 8999988 . 000104793 30. 02029 
. 9090540 . 9999970 . 8999993 . 000128956 36. 02209 
. 8898221 . 9999931 . 8999985 . 000151285 59. 26981 
. 8838221 . 9999990 . 8999999 . 000160698 59. 67323 
. 8751506 . 9999907 . 8999979 . 000172345 62. 89320 
. 5709304 . 9998977 . 8999761 . 000464162 1984. 54300 
. 2169344 . 9998429 . 8999627 . 000802206 47854. 68000 
. 1879344 . 9998133 . 8999556 . 000847965 71270. 40000 
. 1569343 . 9998588 . 8999668 . 000890249 *********** 
. 1109342 . 9997869 . 8999494 . 000965193 *********** 
. 0729341 . 9998655 . 8999684 . 001060205 *********** 
. 0550000 . 9998509 . 8999649 . 001159997 *********** 
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Полученные данные позволяют провести сравнительный анализ эво-
люции рассматриваемых систем элементов.  

Аналогично можно провести сравнительный анализ систем оскули-
рующих элементов промежуточного движения (6.14) для других значе-
ний k и подбирать для различных случаев изменения массы систему 
элементов, наилучшим образом описывающую фактическое движение в 
нестационарных двойных системах. 
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Г Л А В А  8 
 

УСТОЙЧИВОСТЬ СПИРАЛЬНЫХ И КРУГОВЫХ  
ДВИЖЕНИЙ В НЕСТАЦИОНАРНЫХ  
ГРАВИТАЦИОННЫХ ПОЛЯХ 

 
8.1. Вводные замечания 
 
В стационарных гравитирующих системах с осевой симметрией 

имеется определенный класс круговых орбит, играющих особую роль в 
динамике таких систем [10]. Существование и устойчивость круговых 
орбит при рассмотрении движения материальной точки в осесиммет-
ричных гравитационных полях исследованы в работах Г. Н. Дубошина 
[128], С. Чандрасекара [11], Н. Г. Четаева [129], В. Г. Демина [130],                  
В. Г. Дегтярева [131] и др. В этих работах устанавливается устойчивость 
круговых движений в стационарных осесимметричных гравитационных 
полях. Приложение критериев устойчивости круговых орбит к задаче 
двух неподвижных центров дано в работах В. Г. Дегтярева и Л. С. Евдо-
кимовой [132], Н. П. Питьева [133, 134].  

Реальные крупномасштабные гравитирующие системы по существу 
являются нестационарными системами [10, 26, 135, 136]. Существование 
и устойчивость спиральных и круговых орбит при рассмотрении движе-
ния материальной точки в нестационарных осесимметричных гравита-
ционных полях исследованы в работах [137-141]. В этих работах уста-
навливается устойчивость широкого класса спиральных и круговых 
движений для полей тяготения различной структуры. Многообразие рас-
смотренных спиральных и круговых орбит определяется темпом изме-
нения функции времени, характеризующей нестационарность системы, 
величиной секторной скорости движения материальной точки, набором 
начальных параметров. Получено [139] обобщение условий устойчиво-
сти круговых движений С. Чандрасекара [11], В. Г. Демина [130]. При-
ложение критериев устойчивости круговых орбит к устойчивости коль-
цевой структуры пекулярных галактик дано в работе [142].  

В наиболее важном случае осесимметричных гравитирующих сис-
тем можно выделить несколько типов силовых полей таких систем. Со-
гласно С. Чандрасекару [11], наиболее общая форма гравитационного 
потенциала  tzrU ,,  нестационарной системы (галактика) дается выра-
жением 
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     ,,~1
2

,, 2
22












 zrUzrtzrU
                          (8.1) 

 
где zr,  – цилиндрические координаты;   – функция времени; U~  – здесь 
и во всех последующих случаях достаточно произвольная функция сво-
их аргументов. 

Силовая функция нестационарной гравитирующей системы может 
принадлежать, кроме того, к одному из следующих типов: 

 
     ;,~,, 2  zrUtzrU                                    (8.2) 

 
     ,,~,, zrUtzrU                                      (8.3) 

 
где   – некоторая функция времени.  

Примером силовой функции типа (8.2) является силовая функция ог-
раниченной прямолинейной задачи трех тел переменной массы [143]. 
Примером силовой функции типа (8.3) служит силовая функция задачи 
двух неподвижных центров с переменной массой либо с переменной 
гравитационной постоянной [143, 144].  

Будем в дальнейшем рассматривать гравитирующие системы с осе-
вой симметрией, силовые функции которых относятся к одному из ука-
занных типов (8.1) – (8.3). Исследование устойчивости движений в таких 
силовых полях рассматриваем на основе анализа устойчивости неавто-
номных динамических систем, приводимых к автономному виду [145]. 
Ниже выясним условия существования и устойчивости в смысле А. М. 
Ляпунова [146] широкого класса спиральных и круговых движений в не-
стационарных осесимметричных гравитационных полях указанных ти-
пов. 

 
8.2. Устойчивость одного класса спиральных орбит  
 в нестационарной звездной системе с осевой симметрией 
 
Рассмотрим движение материальной точки (звезды) в регулярном 

силовом поле нестационарной звездной системы с осевой симметрией 
[138]. Пусть силовая функция  tzrU ,,  этой звездной системы имеет вид 
[11]: 

 

     ,,~1
2

,, 2
22












 zrUzrtzrU
                             (8.4) 
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где zr,  – цилиндрические координаты;   – непрерывная, монотонная, 
ограниченная функция времени, U~  – произвольная функция своих аргу-
ментов. 

Систему цилиндрических координат zr ,,   выбираем так, чтобы ось 
z  совпала с осью симметрии системы. Тогда дифференциальные урав-
нения движения запишутся в виде 
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                                             (8.5) 

 
где 2r  – удвоенная секторная скорость. 

Уравнения движения (8.5) допускают частное решение [138]: 
 

 ,,,,, 00000   zzzzrrrr                    (8.6) 
 

где 00 , zr  – постоянные, которому соответствует некоторое спиральное 
движение. При этом условия существования спиральных орбит (8.6) 
имеют вид 
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                       (8.7) 

 
где  tn  – угловая скорость движения, а индекс 0 показывает, что взято 
значение функции в точке  00 , zzrr  .  

Исследуем устойчивость в смысле Ляпунова [146] спирального дви-
жения (8.6) относительно величин .,,,, zzrr    Проведем замену пе-
ременных  

 
 .1;;; 2 tddzr


                        (8.8) 

 
В результате система (8.5) запишется в виде 
 



 118 

 



























,
~

;0

;
~

3

2











U

U

                                         (8.9) 

 
где .2    Уравнения движения (8.9) описывают движение рас-
сматриваемой материальной точки (звезды) в изображающем простран-
стве-времени   ,,,  в стационарном силовом поле   .,~ U  Соот-   
ветственно частное решение (8.6) системы (8.5) переходит в частное ре-
шение 

 
 0;;;0; 000000   zr            (8.10) 

 
системы (8.9), соответствующее некоторому круговому движению.  

Новая переменная   определяется преобразованием 
 

 ,1
2




td
d                                             (8.11) 

 
из которого вытекает, что   монотонно меняется со временем t , причем 
  увеличивается с ростом t . Следовательно, в задаче об устойчивости 
движения новая переменная   может играть роль времени t . В конечном 
итоге в силу преобразований (8.8) исследование устойчивости движения 
(8.6) системы (8.5) сводится к исследованию устойчивости кругового 
движения (8.10) системы (8.9). 

Необходимые и достаточные условия устойчивости кругового дви-
жения (8.10) по отношению к величинам   ,,,,  имеют вид 
[129, 130]: 
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а условия выполнения кругового движения будут следующими: 
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причем индекс 0 в формулах (8.12), (8.13) показывает, что взято значе-
ние функции в точке ., 00    

Исследование устойчивости круговых движений (8.10) проводится 
аналогично исследованию, выполненному В.Г. Деминым [130]. Отме-
тим, что достаточность условий (8.12) устанавливается с помощью 
функции V  Ляпунова 

 
 ,2 3

2
12112   VVVV                                 (8.14) 

 
где 21 , VV  – интегралы уравнений возмущенного движения: 
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причем 54321 ,,,, xxxxx  - вводимые обычным способом возмущения: 

 
 ,;;;; 50403201   xxxxx         (8.16) 

 
а 321 ,,   – постоянные: 
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выбираются так, чтобы функция V  удовлетворяла условиям Ляпунова 
[146] и была знакоопределенной. Указанная функция V  отличается от 
функции V  Ляпунова, приводимой в работе В.Г. Демина [130], аддитив-
ной постоянной 3 . 

При выполнении условий устойчивости (8.12) круговых орбит (8.10) 
исходное спиральное движение (8.6) будет устойчиво по отношению к 
величинам .,,,, zzrr    Условия устойчивости спиральных орбит (8.6) 
имеют вид [138]: 
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где индекс 0 показывает, что взято значение функции в точке 0rr  , 
0zz  . Условия (8.18) можно представить в виде 

 

;43

0 








  rrr U

r
U  

 

.043

0

2 

























 rzrrrzz UU

r
UU





                        (8.19) 

  
Рассмотренное движение (8.6) представляет собой широкий класс 

спиральных орбит, многообразие которого определяется функцией   , 
величиной секторной скорости 2  и набором параметров 00 , zr . Плоские 
спиральные орбиты ( 00 z ) являются частным случаем спиральных ор-
бит (8.6). При достаточно медленном изменении функции  0   рас-
сматриваемые спиральные орбиты (8.6) будут близки к соответствую-
щим стационарным круговым орбитам. 

  
8.3. Существование устойчивых спиральных орбит  
 в нестационарном осесимметричном гравитационном поле  
 
Рассмотрим движение материальной точки в нестационарном осе-

симметричном гравитационном поле. Выберем систему координат так, 
чтобы ось z  совпала с осью симметрии гравитационного поля. Пусть 
силовая функция задачи в цилиндрических координатах имеет вид 
[140]: 

 
     ,,~,, 2  zrUtzrU                                  (8.20) 

 
где  
 

    const
t

t 


 


 ,,1                        (8.21) 

 
– непрерывная, положительная, ограниченная вместе с первой произ-
водной функция времени на рассматриваемом интервале времени.  

Дифференциальные уравнения движения материальной точки та-
ковы: 
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где 2r  – удвоенная секторная скорость. 

Уравнения движения (8.22) допускают частное решение 
 

     ,;;;; 00000 zztzzrrtrr            (8.23) 
 

которому соответствует некоторое спиральное движение. При этом 
должны выполняться условия существования спиральных орбит в виде 
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где индекс 0 означает, что взято значение функции в точке 
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Исследуем частное решение (8.23) системы (8.22) , следуя [140], на 

устойчивость в смысле Ляпунова [146] относительно величин zzrr  ,,,,  . 
Введем возмущения  
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тогда уравнения возмущенного движения запишутся в виде 
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где  
 

     txtzxtrUU ,, 4010    .                     (8.27) 
 
Система (8.26) обладает интегралом 
 

constxV  31 .                                         (8.28) 
 

Проведем линейную подстановку 
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и замену переменной  
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Для функции (8.27) имеем 
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тогда, как нетрудно убедиться, система (8.26) обладает интегралом энер-
гии 
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        (8.32) 

 
Для исследования устойчивости частного решения (8.23) по отноше-

нию к величинам zzrr  ,,,,   составим функцию Ляпунова в виде связ-
ки интегралов (8.28) и (8.32), пользуясь способом построения функции 
Ляпунова по Н. Г. Четаеву [129]. 
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Для функции времени  t  (8.21) в случае 0,0    рассматрива-
ется интервал времени  ,0t , в случае 0,0    рассматривается ин-

тервал времени  ,0t , где 



0t , в случае 0,0    рассматривается 

конечный интервал времени  Tt ,0 , где 



T , на которых функция  t  

остается положительной, ограниченной функцией времени. 
Таким образом, для положительной, ограниченной функции  t , в 

зависимости от значений параметров   и  , рассматривается интервал 
времени  ,0t  (случай 0 ), либо конечный интервал времени  Tt ,0  
(случай 0 ). Соответственно рассматривается устойчивость спираль-
ных движений (8.23) в силовом поле (8.20) в смысле Ляпунова на интер-
вале времени  ,0t  или устойчивость на конечном интервале времени 
 Tt ,0  по отношению к величинам zzrr  ,,,,  . 

Рассмотрим случай убывающей положительной, ограниченной на 
заданном интервале времени функции  0 . 

Функцию Ляпунова возьмем в виде 
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210 ,,   – постоянные числа. Производная функции V  в силу уравне-

ний возмущенного движения (8.26) будет знакопостоянной отрица-
тельной: 
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при подборе 0  и выполнении условия 
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максимальности измененной силовой функции 2

2

2r
U 
  на точках невоз-

мущенной траектории      tztr 00 , . Следовательно, согласно пер-
вой теореме Ляпунова [146] второй методы, невозмущенное движение 
(8.23) устойчиво, если функция V  знакоопределенная положительная, 
т.е. для этого должна существовать не зависящая от t  определенно-
положительная функция W , такая, что разность WV   представляет                  
собой функцию положительную. В качестве функции W , аналогично                        
В. Г. Демину [130], рассмотрим функцию Ляпунова, составленную для 
стационарного осесимметричного силового поля  zrU ,~ , соответствую-
щего силовой функции   zrU ,~  при фиксированном значении функции 
  равном единице на рассматриваемом интервале времени  ,0t , тогда 
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Функция W  определенно-положительная, если выполняются условия 
[130]:  
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где индекс 0 означает, что взято значение соответствующих выражений 
от функции  zrU ,~  в точке 00 , zr . Условия (8.39) выполняются при вы-
боре 2  и соблюдении условий 
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Следовательно, при выполнении условий (8.40) и условия 
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максимальности функции   2
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r
zrU 
  в точках ,, 00 zzrr   функция V  

будет знакоопределенной положительной. Значит, на всем рассматри-
ваемом интервале времени  ,0t  спиральное движение (8.23) устойчиво 
по отношению к величинам zzrr  ,,,,  . 

Соответственно, переходя к нестационарной функции   zrU ,~ , та-
кой же структуры, что и  zrU ,~ , условия (8.40) принимают вид 
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где индекс 0 означает, что взято значение соответствующих выражений 
от функции   zrU ,~  в точке      tztr 00 , .  

Теперь, учитывая (8.20), переходя к нестационарной функции 
 tzrU ,, , из условий (8.42) получим условия устойчивости спиральных 

движений (8.23) в виде 
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где индекс 0 означает, что взято значение соответствующих выражений 
от функции  tzrU ,,  в точке      tztr 00 , .  

Отметим, что из условий (8.36) и (8.41) следуют условия существо-
вания спиральных орбит в форме (8.24). 

Рассмотрим случай возрастающей положительной, ограниченной на 
заданном интервале времени функции  0 . 

Функцию Ляпунова представим в виде 
 

   3
2

1211202   VVtVV .                            (8.44) 
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Производная функции V  в силу уравнений возмущенного движения бу-
дет знакопостоянной отрицательной при выполнении условий (8.36). 
Функцию W  составим для стационарного осесимметричного силового 
поля  zrU ,~ , соответствующего силовой функции   zrU ,~  при фикси-
рованном значении функции   равном единице на рассматриваемом ин-
тервале времени  Tt ,0 , тогда функция 

 
 3

2
32312   xxhW                                      (8.45) 

 
будет определенно-положительной при выполнении условий вида (8.40). 
Разность WV   будет положительной функцией, если Tt   и выпол-     
няются условия вида (8.41). Следовательно, в интервале  Tt ,0  функция 
V  – знакоопределенная положительная и спиральные движения (8.23) 
устойчивы по отношению к величинам zzrr  ,,,,  . Соответственно ус-
ловия устойчивости спиральных движений (8.23) имеют вид (8.43). 

Частное решение (8.23) представляет собой широкий класс спираль-
ных орбит, многообразие которых определяется самой функцией   , 
темпом ее изменения и набором значений 000 ,, zr . Частным случаем 
указанных орбит являются плоские спиральные орбиты  00 z . В случае 
очень медленного изменения функции   со временем  0  рассматри-
ваемые спиральные орбиты будут близки к круговым: 

 
 .0;;;0; 000  zzzrrr                     (8.46) 

 
Таким образом, в нестационарном осесимметричном гравитацион-

ном поле вида (8.20) существуют устойчивые спиральные орбиты (8.23). 
При прекращении нестационарности силового поля спиральные орбиты 
переходят в соответствующие устойчивые круговые орбиты. 

 
8.4. Об устойчивости спиральных орбит  
 в нестационарном осесимметричном гравитационном поле 
 
Рассмотрим движение материальной точки в нестационарном осе-

симметричном гравитационном поле. Пусть силовая функция задачи 
имеет вид [137, 141]: 

 

     ,,~,, 2 zfrfUftzrU                                 (8.47) 
 

где  tf  – функция времени, меняющаяся по закону Эддингтона-Джинса  
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      constntftf n   ,3;2, ,                    (8.48) 
 

и является заданной положительной, ограниченной функцией на рас-
сматриваемом интервале времени. В случае 2n  закон (8.48) соответст-
вует первому закону Мещерского, в случае 3n  закон (8.48) соответст-
вует второму закону Мещерского [22]. 

В отличие от (8.20) [140] силовая функция (8.47) имеет несколько 
иную зависимость от времени в случае 3n , и исследование проведем 
способом пространственно-временных преобразований. 

Уравнения движения материальной точки в нестационарном грави-
тационном поле (8.47) в цилиндрических координатах zr ,,   запишутся 
в виде 
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где 2r  – есть удвоенная секторная скорость. 

Система (8.49) допускает частное решение 
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которому соответствует некоторое спиральное движение. Условия су-
ществования спирального движения (8.50) будут следующими 
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где индекс 0 означает, что взято значение функции в точке 
,, 00 fzzfrr   и введено обозначение    323 2  n

n fn , причем 
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Исследуем устойчивость частного решения (8.50) относительно ве-

личин zzrr  ,,,,   [137, 141]. Предварительно проведем замену пере-
менных 
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 ,,,, 2 tdfdfzfr                         (8.53) 
 

тогда уравнения движения (8.49) запишутся в виде 
 

 




























,
~

,0

,
~

23

23
3

2















n

n

U

U

                                 (8.54) 

 
где   2 . 

Соответственно частное решение (8.50) системы (8.49) переходит в 
частное решение  

 
 ,0,,,0, 000000   zr          (8.55) 

 
системы (8.54), которому соответствует некоторое круговое движение. 
Таким образом, при помощи соотношений (8.53) исходные уравнения 
(8.49) переходят в стационарные уравнения (8.54) в изображающем про-
странстве-времени   ,,, , а частное решение (8.50) переходит в 
круговое движение в изображающем пространстве-времени. Поскольку 
функция f  положительная, ограниченная и причем при заданном законе 
преобразования 

 

  ,2 tf
td

d


                                         (8.56) 

 
на рассматриваемом промежутке изменения t  , вместе с ростом t  соот-
ветственно растет и   , то исследование на устойчивость решения (8.50) 
системы (8.49) сводится к исследованию на устойчивость кругового 
движения (8.55) системы (8.54).  

В случае круговых движений (8.55) необходимые и достаточные ус-
ловия их устойчивости по отношению к величинам   ,,,,  име-
ют вид 
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а условия выполнения кругового движения будут следующими 
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причем индекс 0 в формулах (8.57) и (8.58) означает, что взято значение 
функции в точке 00 ,  .  

Исследование устойчивости круговых движений (8.55) проводится 
аналогично исследованию В.Г. Демина [130]. Отметим, что достаточ-
ность условий (8.57) устанавливается с помощью функции V  Ляпунова  

 
 ,2 3

2
12112   VVVV                                (8.59) 

 
где 21 , VV  – интегралы уравнений возмущенного движения, а 321 ,,   – 
постоянные 
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выбираются так, чтобы функция V  удовлетворяла условиям Ляпунова 
[146] и была знакоопределенной. Указанная функция V  отличается от 
функции V  Ляпунова, приводимой в работе В.Г. Демина [130], аддитив-
ной постоянной 3 . 

Для закона (8.48) изменения функции  tf  в виде (первый закон Ме-
щерского)  

 
    const

t
tfff 


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
 ,,1,2 ,              (8.61) 

 
в случае 0,0    рассматривается интервал времени  ,0t , в случае 

0,0    рассматривается интервал времени  ,0t , где 



0t , в слу-

чае 0,0    рассматривается конечный интервал времени  Tt ,0 , где 




T , на которых функция f  остается положительной, ограниченной 

функцией времени. 
Для закона (8.48) изменения функции  tf  в виде (второй закон Ме-

щерского) 
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    const
t

tfff 

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 ,,
2

1,3 ,             (8.62) 

 

в случае 0,0    рассматривается интервал времени  ,0t , в случае 

0,0    рассматривается интервал времени  ,0t , где 



20 t , в 

случае 0,0    рассматривается конечный интервал времени  Tt ,0 , 

где 



2
T , на которых функция f  остается положительной, ограни-

ченной функцией времени. 
Таким образом, для положительной, ограниченной функции  tf , в 

зависимости от значений параметров   и  , рассматривается интервал 
времени  ,0t  либо конечный интервал времени  Tt ,0 . Соответствен-
но рассматривается устойчивость спиральных движений (8.50) в сило-
вом поле (8.47) в смысле Ляпунова на интервале времени  ,0t  или 
устойчивость на конечном интервале времени  Tt ,0  по отношению к 
величинам zzrr  ,,,,   . 

В силу преобразований (8.53) и ограниченности функции  tf  на 
рассматриваемом интервале времени t , при устойчивости кругового 
движения (8.55), будет устойчиво и исходное спиральное движение 
(8.50) по отношению к величинам zzrr  ,,,,   на рассматриваемом ин-
тервале времени t  нестационарности силового поля (8.47). Иначе говоря, 
если при устойчивости круговых движений (8.55) для всякого 0  , и 
для любого сколь угодно малого числа 0  для возмущений кругового 
движения выполняются неравенства 

 
     ,5,,2,1,  ixi                             (8.63) 

 
то, в силу преобразований (8.53), для всякого 0tt   на рассматриваемом 
интервале времени для возмущений исходного спирального движения 
выполняются неравенства 

 
     ,5,,2,1,  iEtyi                           (8.64) 

 

где  EE   – для интервала времени  ,0t , и  TEE ,  – для конеч-
ного интервала времени  Tt ,0 , причем, при сколь угодно малом числе   
и ограниченности функции  tf  на рассматриваемом интервале времени, 
может быть число 0E  подобрано также сколь угодно малым. 
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Таким образом, спиральное движение (8.50) материальной точки в 
нестационарном силовом поле (8.47) будет устойчивым в смысле Ляпу-
нова на интервале времени  ,0t  или устойчивым на конечном интер-
вале времени  Tt ,0  по отношению к величинам zzrr  ,,,,  . 

Условия устойчивости спиральных орбит запишутся в виде 
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где индекс 0 означает, что взято значение функции в точке 

fzzfrr 00 ,  . 
В случае закона (8.61) изменения функции  tf  (первый закон Ме-

щерского) условия (8.65) имеют вид 
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В случае закона (8.62) изменения функции  tf  (второй закон Ме-

щерского) условия устойчивости (8.65) будут следующими 
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Частным случаем указанных спиральных орбит (8.50) будут плоские 
спиральные орбиты  

 

 ,0,0,,, 00
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0   zzrfrfrr n                  (8.68) 
 

получающиеся при выполнении условий существования спиральных ор-
бит (8.51) лишь в точках 0,0  zfrr . 

Спиральные орбиты (8.50) представляют собой широкий класс орбит 
спирального типа. Многообразие этих спиральных орбит определяется 
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законом изменения функции  tf  (убывание f  при 0 , возрастание f  
при 0 ), темпом изменения функции  tf  на рассматриваемом интер-
вале времени, величиной секторной скорости 2  и набором начальных 
значений 00 , zr . Спиральные плоские орбиты (8.68) будут, очевидно, 
подклассом общих спиральных орбит вида (8.50). 

 
8.5. Об устойчивости нестационарных круговых орбит  
 в сопротивляющейся среде  
 
Рассмотрим движение материальной точки в осесимметричном гра-

витационном поле при наличии сопротивляющейся среды [139]. Пусть 
силовая функция в цилиндрических координатах z,,   с осью z , совпа-
дающей с осью симметрии, имеет вид  

 

       ,,~,, zUtftzU                                 (8.69) 
 

где U~  – голоморфная функция z,  в некоторой области их изменения; 
f – функция времени вида  
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есть положительная, монотонно убывающая функция времени на интер-
вале времени  ,0 . Пусть движение материальной точки в поле тяготе-
ния (8.69) происходит при наличии силы трения, пропорциональной 
первой степени скорости движения материальной точки: 
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где r  – радиус-вектор материальной точки. 
Дифференциальные уравнения движения материальной точки запи-

шутся в виде 
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где  2  – удвоенная секторная скорость. 
Уравнения движения (8.72) допускают частное решение 
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соответствующее некоторому круговому движению с непрерывно убы-
вающей секторной скоростью. При этом должны выполняться условия 
существования кругового движения 
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где индекс 0 означает, что взято значение функции в точке ., 00 z   

Исследуем устойчивость кругового движения (8.73) в смысле Ляпу-
нова [146] относительно величин .,,,, zz    Проведем замену перемен-
ной t  согласно формуле 
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В результате система (8.72) запишется в виде 
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где   2 . Соответственно частное решение (8.73) переходит в сле-
дующее частное решение:  

 
 ,0;;;0; 000  zzz                    (8.77) 

 
системы уравнений (8.76). Решению (8.77) соответствует некоторое ста-
ционарное круговое движение, причем условия существования кругово-
го движения (8.77) имеют вид 
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Отметим, что в силу преобразования (8.75) связь переменных   и t  
будет следующей: 
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  t                                      (8.79) 

 
где постоянная интегрирования выбрана таким образом, чтобы моменту 

0t  соответствовало значение 0 . Из формулы (8.79) видно, что из-
менению времени t  в интервале  ,0  соответствует изменение   в ин-
тервале  ,0 , причем   увеличивается с ростом t . Отсюда исследование 
устойчивости частного решения (8.73) системы (8.72) сводится к иссле-
дованию устойчивости стационарных круговых движений (8.77).  

Введем обычным способом возмущения  
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и запишем уравнения возмущенного движения в виде 
 

 

 
 





































.
~
;

;0

;
~
;

4
5

54

3

3
10

2
30

1
2

21

x
Ux

xx
x

x
x

x
Ux

xx




                                   (8.81) 

 
Уравнения (8.81) обладают интегралами 
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Аналогично В. Г. Демину [130] функцию Ляпунова представим в виде 
связки интегралов (8.82), (8.83): 
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где 321 ,,  – постоянные, которые выбираются так, чтобы функция V  
удовлетворяла условиям Ляпунова [146] и была знакоопределенной. 
Производная от функции V  в силу уравнений возмущенного движения 
(8.81) будет тождественно равна нулю, поэтому согласно первой теоре-
ме прямого метода Ляпунова [146] рассматриваемое круговое движение 
будет устойчивым по отношению к величинам zz  ,,,,   при знакооп-
ределенности V  функции.  

Разложим функцию V  в ряд Тейлора в окрестности точки 1x  = 2x  =             
= 3x  = 4x  = 5x  = 0 . Выбрав постоянные 
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уничтожим в разложении свободный и линейный члены. Тогда разложе-
ние имеет вид 
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Функция V  будет знакоопределенной, по крайней мере при доста-

точно малых возмущениях ,,,,, 54321 xxxxx  если квадратичная форма, с 
которой начинается разложение (8.86), будет знакоопределенной. Квад-
ратичная форма в разложении (8.86) будет знакоопределенной положи-
тельной при выполнении неравенств  
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При выполнении условий  
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можно подобрать такое 2 , что неравенства (8.87) будут выполняться 
[130]. Значит, условия (8.88) являются условиями устойчивости круго-
вых движений (8.77). Соответственно круговое движение (8.73) устой-
чиво по отношению к величинам zz  ,,,,   при выполнении условий 
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Если силовое поле обладает симметрией относительно плоскости 0zz  , 
т.е.   0

0
 zU  , то условия устойчивости (8.89) упрощаются и имеют вид 
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Эти условия устойчивости можно привести к более компактному ви-

ду. В самом деле, если рассматриваемое движение происходит внутри 
гравитирующей среды непрерывной плотности, то уравнение Пуассона 
для силовой функции имеет следующий вид: 
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где G  – гравитационная постоянная;  P  – плотность во внутренней 
точке P  среды. Пользуясь уравнением (8.91), представим условия ус-
тойчивости (8.90) в виде 
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и после простых преобразований получим условие устойчивости 
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которое является обобщением условий устойчивости стационарных кру-
говых движений, приводимых в работах С. Чанрасекара [11], В. Г. Де-
мина [130].  

Аналогично рассмотренному выше исследованию можно показать 
устойчивость частных решений 
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системы уравнений (8.72) при силовой функции вида (8.69), в которой 
функция f  меняется по закону Эддингтона-Джинса: 
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и функции   вида 
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поскольку при выборе функции f  в виде 
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существует следующая связь переменных   и t : 
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из которой видно, что   увеличивается с ростом t  на всем интервале 
времени  ,0 . 

Многообразие круговых орбит (8.73) и (8.94) определяется набором 
значений ,, 00 z  величиной секторной скорости 2  и функцией f . От-
метим, что круговые орбиты (8.73) при больших значениях времени t  
близки к соответствующим стационарным круговым орбитам с малой 
секторной скоростью в слабом силовом поле. 
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8.6. Об устойчивости кольцевой структуры галактик 
 
Кольцевые галактики давно привлекают внимание астрономов, од-

нако исследование динамики таких галактик представляет определенные 
трудности. Известно большое количество типов кольцевых галактик 
[147-153] и представляется важным для понимания природы самих га-
лактик изучение вопросов устойчивости и других динамических процес-
сов кольцевых галактик. Модели нестационарных гравитирующих сис-
тем дают возможность объяснения в рамках концепции активности ядер 
галактик [135, 136] наблюдаемые особенности структуры и динамики 
таких галактических систем.  

Из наблюдений пекулярных галактик типа «объект Мэйолла» из-
вестно наличие ядра значительной массы, тонкой кольцевой структуры, 
состоящей из звезд, газа, пыли. Кроме того, известен взаимодействую-
щий характер ядра и кольца в этих объектах [148, 154-156].  

Выявление возможной роли диссипации массы в структурных осо-
бенностях этих пекулярных галактик рассмотрено в работах [157-159]. 
Рассмотрена модель пекулярных кольцевых галактик типа «объект Мэй-
олла» и установлены критерии устойчивости кольцевой структуры таких 
галактик для соотношения масс ядра и кольца, а также для расстояния 
плоскости кольца от ядра галактики [142].  

Рассмотрим, следуя [142], небесно-механическую модель пекуляр-
ных галактик с кольцевой структурой типа «объект Мэйолла». Выясним 
условия существования и устойчивости кольцевой структуры таких га-
лактик. Исследование проведем на основе следующей небесно-
механической модели: система кольцевого объекта состоит из ядра, яв-
ляющегося телом вращения, и тонкого круглого кольца. Оси симметрии 
ядра и кольца совпадают, а плоскость симметрии кольца находится на 
определенном расстоянии от ядра. Кольцо состоит из материальных то-
чек, участвующих в дифференциальном вращении, причем вследствие 
тонкости кольца они будут двигаться почти в плоскости симметрии 
кольца. При движении внутри кольца материальная точка испытывает 
сопротивление, пропорциональное скорости движения и плотности сре-
ды кольца. Ядро и кольцо являются телами с переменными массами. 

Таким образом, материальная точка кольца движется внутри него 
под действием сил: 1) притяжения ядра, определяется его внешним по-
тенциалом 0U ; 2) притяжения кольца, определяется его внутренним по-
тенциалом кU ; 3) сопротивления среды кольца. 

Будем считать кольцевую структуру стабильной, если устойчиво 
круговое движение материальных точек внутри кольца. Тогда проблема 
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стабильности кольцевой структуры сводится к исследованию устойчи-
вости кругового движения материальной точки кольца. В рассматривае-
мой схеме, как и в работе Г. Н. Дубошина [160], допускаем, что 
исследуемая пассивно гравитирующая материальная точка внутри 
кольца испытывает притяжение от всех материальных точек кольца 
такое же, какое оказывало бы сплошное материальное кольцо на 
внутреннюю точку. При этом рассматриваем движения исследуемой 
материальной точки, не очень близкие к краям кольца. 

Пусть потенциал ядра соответствует потенциалу обобщенной задачи 
Баррара [ 73, 142, 161]. В цилиндрических координатах z,,   с 
началом в середине расстояния c2  между центрами 1M  и 2M  с массами 
соответственно 1m  и 2m  , с осью z  , направленной вдоль линии центров, 
потенциал ядра имеет вид 
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r
MGU  ,30                         (8.99) 

 
где G  – гравитационная постоянная, и 
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Обозначив через d  толщину кольца, а через 1a  и 2a  – соответственно 

внутренний и внешний радиусы кольца, запишем условие тонкости 
кольца в виде 
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Для однородного круглого кольца с плоскостью симметрии bz   

имеем [162] следующее выражение потенциала: 
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где кm  – масса кольца,  222 bzr    , а  kK  ,  kE ,  nk,  – полные 
эллиптические интегралы соответственно первого, второго и третьего 
рода с модулями k  и параметрами n  , причем  
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Относительно масс неподвижных центров 1m  и 2m  , кольца кm  пола-

гаем, что их зависимость от времени задается формулами 
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где функция  tf  меняется по закону Эддингтона-Джинса 
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При движении внутри кольца материальная точка испытывает сопротив-
ление. Интенсивность силы сопротивления зададим в виде 
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Для силовых функций ядра и кольца вследствие формул (8.104) имеем 
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Для силовой функции задачи имеем 

 
      zUtfUUtzU к ,~,, 0   .                  (8.108) 

 
Устойчивость круговых орбит в нестационарном осесимметричном 

гравитационном поле вида (8.108) при наличии сопротивляющейся сре-
ды рассмотрена в работе [139] , из результатов которой в рассматривае-
мой задаче существуют устойчивые по отношению к величинам 

zz  ,,,,   круговые движения  
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материальной точки внутри кольца. 
Необходимые и достаточные условия устойчивости этих круговых 

движений имеют вид: 
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Рассмотрим условия (8.110). На их основе можно получить доста-

точно простые критерии устойчивости кольцевой структуры [142]. 
Рассмотрим первое из условий (8.110). Производя с учетом формул 

(8.99), (8.102), (8.108) необходимые вычисления, получим 
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где 22 bara   и обозначено 
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причем модули эллиптических интегралов в выражении  a1  имеют вид 
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Из выражения (8.111) нетрудно получить критерий устойчивости для 
соотношения масс кольца и ядра: 
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Поскольку rc  , то, пренебрегая вторым членом в квадратных скобках, 
получим 
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Для тонкого кольца при 21 ~ aa  с учетом конечного значения  a1 , по-
скольку 1,1 21  kk , получим 
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Условие (8.116) означает, что в данном случае кольцевая структура 

устойчива, когда ее масса значительно меньше массы ядра. 
Рассмотрим теперь второе из условий (8.110). Чтобы оно выполня-

лось, необходимо 
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После необходимых вычислений, учитывая формулы (8.99), (8.102), 
(8.108), условие (8.117) запишется в виде 
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где a  – плотность кольца в точке bza  , , и обозначено 
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причем в выражении  a2  модули эллиптических интегралов имеют 
вид (8.113). Из условия (8.118) можно получить критерий для расстоя-
ния кольца от ядра, который запишется в виде 
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Как и в первом случае, пренебрегая третьим членом в квадратных скоб-
ках вследствие rc  , имеем 
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Для однородного кольца 
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следовательно, в этом случае условие (8.121) примет вид 
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Если соотношение масс кольца и ядра таково, что 
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то выражение (8.123) запишется  
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При малых значениях  ad 2  получим простой вид критерия устойчиво-
сти для расстояния кольца от ядра в виде 
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Условие (8.126) означает, что в случае тонкого кольца  21 ~ aa  ус-

тойчивая кольцевая структура находится от ядра на расстоянии порядка 
размеров самого кольца. 

Отметим, что критерии вида (8.115), (8.123) получим и в случае, ко-
гда потенциал ядра представляется потенциалом другого предельного 
варианта задачи двух неподвижных центров переменной массы  cr   
[73, 163].  

Полученные критерии устойчивости кольцевой структуры представ-
ляются вполне естественными в рамках предлагаемой небесно-
механической модели.  
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Г Л А В А  9 
 

РАСШИРЕННАЯ ПРОБЛЕМА ВАЙДЬИ  
С УЧЕТОМ КОСМОЛОГИЧЕСКОГО  
ФОНА ДЕ СИТТЕРА 

 
9.1. Введение 
 
Современные наблюдательные данные астрономии свидетельствуют 

о нестационарности реальных звездных систем, связанной с эффектами 
изменения масс гравитирующих тел со временем. Массы многих небес-
ных тел меняются со временем в процессе эволюции. Например, истече-
ние вещества наблюдается из множества звезд различных спектральных 
классов [16], причем внеатмосферные наблюдения показали, что истече-
ние вещества в форме звездного ветра присуще всем звездам ранних 
спектральных классов и усиливается на поздних стадиях эволюции [17]. 
Данные о фотонном и корпускулярном излучении звезд, аккреции меж-
звездного вещества, диссипативных явлениях в звездных системах при-
водят к необходимости рассмотрения динамических моделей нестацио-
нарных гравитирующих систем. При этом, вообще говоря, следует до-
полнительно учитывать как различные типы эмиссии или аккреции ма-
терии (а не только чистую радиацию) для рассматриваемой звезды или 
скопления звезд, так и влияние гравитационного фона, в рамках той или 
иной космологической модели. 

Известное решение Шварцшильда в общей теории относительности 
соответствует гравитационному полю сферически-симметричной звезды 
постоянной массы. Решение Вайдьи [164] обобщает решение Шварц-
шильда на случай радиально излучающей звезды переменной массы 
 trm , . В недавних работах Р. Маллета [165] и У. Гупта и С. Гупта [166] 

рассматривается обобщение чисто радиационного решения Вайдьи на 
случай космологического фона де Ситтера. 

Нами сформулирована расширенная проблема Вайдьи, в которой из-
вестное решение Вайдьи уравнений ОТО для излучающей массы обоб-
щается на случай истечения или аккреции материи с произвольной ра-
диальной скоростью, не обязательно равной скорости света [167]. Эти 
результаты обобщаются с учетом влияния космологического фона де 
Ситтера. Детали расчетов содержатся в работах [168-170]. Возможные 
применения обобщенной метрики Вайдьи предложены в работе [171].  
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9.2. Гравитационное поле звезды с переменной массой 
 
Метрика Вайдьи есть решение уравнений Эйнштейна ( ,1,1  cG  

обозначения стандартные): 
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с тензором энергии-импульса радиально излучаемой материи: 
 

 , T                                           (9.2) 
 
где   – плотность радиации;   – изотропный вектор: 0
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где 2222 sin,  dddtmm   и функция  

 
     .,21 rmmrmmm                           (9.4) 

 
Наша задача состоит в том, чтобы обобщить решение (9.3), (9.4) на 

случай, когда эмиссия материи происходит радиально с произвольной 
скоростью, не обязательно равной скорости света [167]. Этому может 
соответствовать, например, гравитационное поле звезды, теряющей мас-
су не только за счет изотропного излучения (фотоны, нейтрино, грави-
тоны), но и за счет корпускулярного истечения материи (либо при ак-
креции вещества на звезду).  

Рассматриваемый случай характеризуется тем, что векторное поле 
  в (9.2) уже не является, вообще говоря, изотропным и может быть 

представлено в виде 
 

 
.;,;1

0,1,
1110002 constgvgu

vuvvuuvu





















           (9.5) 

 
Здесь и в дальнейшем верхний знак всегда соответствует истечению (из-
лучению) материи, а нижний – аккреции (поглощению). Наиболее инте-
ресны положительные значения параметра  , при 1  вектор   стано-
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вится времениподобным. Очевидно, только при 1  имеет место изо-
тропный случай Вайдьи. 

Решение уравнений (9.1) будем искать в форме (9.3). Тогда функцию 
 m  находим следующим образом. При условии (9.5) из (9.1) имеем 

 
 ,,4 2222


 TTTgR                                     (9.6) 

 .8 0101 TR                                              (9.7) 
 

Используя далее (9.3) и (9.5), получаем из (9.6) и (9.7): 
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где введено обозначение    12 a . 

Первый интеграл (9.8) можно найти методом Лагранжа [172] реше-
ния уравнений в частных производных первого порядка. Для этого ис-
пользуем соотношение 
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Теперь можно показать, что первый интеграл системы (9.8), (9.9) имеет 
вид 
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Таким образом, получено [167] решение уравнений Эйнштейна (9.1) 

при условиях (9.2), (9.5) для гравитационного поля звезды переменной 
массы m  в форме (9.3), где  m  определяется формулой (9.10). При 

0a  (изотропное излучение) решение (9.3), (9.10) переходит в метрику 
Вайдьи (9.3), (9.4). 

Решение (9.3), (9.10) можно также представить в форме 
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При этом, согласно (9.6), выполняется следующее соотношение для 
функции  trm , , обобщающее аналогичное выражение в работе [166] 
(без   – члена):  
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Далее, используя (9.5) и (9.7), прямыми вычислениями можно опреде-
лить плотность энергии   и компоненты тензора энергии-импульса 
эмиссионного потока: 
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где под   подразумевается функция (9.10). Таким образом, выражения 
(9.14) и (9.15) можно представить в следующей явной форме: 
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        (9.17) 

 
Очевидно, при  01  a  отсюда следует результат, указанный Р. 
Маллетом [165] для случая метрики Вайдьи. Далее, если, следуя [165], 
рассмотреть частную подстановку типа   mm  , то метрика (9.3) при-
водится к виду, формально совпадающему с решением Шварцшильда: 
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но с переменной массой  trmm , . При этом плотность энергии и тензор 
энергии-импульса истекающей или аккрецирующей материи, согласно 
(9.14), (9.15), определяются выражениями: 
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Заметим, что при m  и 1 , согласно (9.8), 0m  , т.е. масса зависит 
только от времени:  tmm  , а при 1  получим соотношение 
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





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r
mmam   для связи m  и m .  

Непосредственный астрономический интерес представляет случай, 
когда центральная масса изменяется со временем, например, по извест-
ному закону Эддингтона-Джинса: nmkm  , где k  и n  – константы. В 
известном смысле полученное решение может также служить основой 
для обсуждения релятивистских аналогов нестационарной задачи Гиль-
дена-Мещерского [22] в небесной механике тел переменной массы.  

Наконец, если данную задачу решать на де-ситтеровском фоне, т.е. в 
уравнениях (9.1) учитывать   – член, то результирующая метрика будет 
отличаться от метрики (9.3), (9.10) заменой всюду фактора  rm21  на 
выражение  321 2rrm   в соответствии с работами [165, 166]. Далее 
рассмотрим эти вопросы более подробно. 

 
9.3. Гравитационное поле звезды с переменной массой  
 на космологическом фоне де Ситтера  
 
Упомянутое решение Вайдьи [164] обобщает сферически-

симметричное решение Шварцшильда для постоянной центральной мас-
сы на случай радиально излучающей звезды переменной массы  trm , , а 
в работах Р. Маллета [165] и У. Гупта и С. Гупта [166] при этом учиты-
вается космологический фон де Ситтера. 

Метрика Вайдьи является решением уравнений Эйнштейна 
( 1 cG ):  
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  RRTRgR                        (9.21) 
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с тензором энергии-импульса радиально излучаемой материи  
 

  T  ,                                          (9.22) 
 
где   – плотность радиации, R  – тензор Риччи, и под   подразумева-
ется только изотропный вектор: 0

 . Метрика Вайдьи может быть 
представлена в следующем виде:  
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где 
t
mm



 , 2222 sin  ddd   и функция  
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Решение (9.23), (9.24) в работах [165, 166] обобщено на случай излу-

чающей звезды, погруженной в космологический фон де Ситтера. Для 
этого рассматривается решение уравнений с  -членом: 
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где R  – тензор Риччи,   – космологическая постоянная, и тензор энер-
гии-импульса T  берется в форме (9.22). В результате метрика Вайдьи 
на деситтеровском фоне приобретает такой вид [165, 166]: 
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где теперь 
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Решение (9.26), (9.27) допускает дальнейшее обобщение [168-170], 
когда эмиссия материи происходит радиально, но с произвольной скоро-
стью, не обязательно равной скорости света. Этому может соответство-
вать, например, гравитационное поле звезды, теряющей массу не только 
за счет изотропного излучения (фотоны, нейтрино, гравитоны и т.п.), но 
и за счет корпускулярного истечения материи (можно также учитывать 
рост массы при аккреции вещества на звезду). 

Рассматриваемый случай характеризуется той же самой симметрией, 
что и (9.26), но векторное поле в выражении для тензора энергии-
импульса (9.22) уже не является, вообще говоря, изотропным и может 
быть представлено в виде: 
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Существенное значение имеет отношение величин   и  , поэтому, 

не теряя общности, положим 1  при произвольном значении  , т.е. 
 

 .1, 22  
  vu                         (9.28а) 

 
Здесь и в дальнейшем положительный знак   соответствует истечению 
(излучению) материи, а отрицательный – аккреции (поглощению), при 

1  вектор   становится времениподобным. Очевидно, только при 
1  имеет место изотропный случай Вайдьи.  
Решение уравнений (9.25) будем искать в форме (9.26). Тогда функ-

цию  m  находим следующим способом. При условии (9.28) из (9.25) 
имеем 
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Используя далее (9.26), (9.28) и (9.28а), получим из (9.29) и (9.30): 
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где введено обозначение      .1 22   vua   
Первый интеграл (9.31) можно найти методом Лагранжа [172] реше-

ния уравнений в частных производных первого порядка. Для этого ис-
пользуем соотношение [165]:  
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Теперь можно показать, что первый интеграл системы (9.31), (9.32) име-
ет вид 
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Таким образом, получено [168-170] решение уравнений Эйнштейна 
(9.25) при условиях (9.22), (9.28) для гравитационного поля звезды пе-
ременной массы m  в форме (9.26), где  m  определяется формулой 
(9.33). При 0  (отсутствие космологического фона) решение (9.26), 
(9.33) переходит в найденную нами [167] метрику (9.3), (9.10) , обоб-
щающую решение Вайдьи [164]. При 0a  (изотропное излучение) ре-
шение (9.26), (9.33) переходит в метрику Вайдьи-де Ситтера (9.26), 
(9.27), полученную в работе [165]. При 0a , 0  (изотропное излуче-
ние, отсутствие космологического фона ) решение (9.26), (9.33) перехо-
дит в метрику Вайдьи (9.23), (9.24). 

Решение (9.26), (9.33) можно также представить в форме 
  

   ,sin 2222222  ddrAdrBdtds                        (9.34) 
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При этом, согласно (9.29), выполняется следующее соотношение для 
функции  trm , , обобщающее аналогичное выражение в работе [166]: 
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Далее, используя (9.28) и (9.30), прямыми вычислениями можно оп-

ределить плотность энергии   и компоненты тензора энергии-импульса 
эмиссионного потока: 
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где под   подразумевается функция (9.33). 

Таким образом, выражения (9.37) и (9.38) можно представить в сле-
дующей явной форме: 
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Очевидно, при 1   0a  отсюда следует результат Р. Маллета 

[165]. Если к тому же 0 , то приходим к результату, указанному             
Р. Маллетом [165] для случая метрики Вайдьи. Далее, если следуя [165] 
рассмотреть частную подстановку типа   mqm 0  , где constq 0   00 q , 
то метрика (9.26) приводится к виду 
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формально совпадающему при 10 q  с решением Шварцшильда на 
космологическом фоне де Ситтера (решение Коттлера), но с переменной 
массой  trmm , . При этом плотность энергии и тензор энергии-
импульса истекающей или аккрецирующей материи, согласно (9.37)-
(9.38), определяются выражениями: 
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Очевидно, при 10 q  ковариантные компоненты тензора T  (9.43) 

не зависят от   , но эта зависимость все равно проявляется в 00g  - ком-
поненте метрики (9.41) и, как следствие, в выражении для плотности 
энергии (9.42): 
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Заметим, что при mq 0  и 1 , согласно (9.31), имеем 0m , т.е. 

масса будет зависеть только от времени:  tmm   , а при 1  получим 
соотношение 
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связывающее m  и m  для произвольных значений параметра 0q .  

Наконец, необходимо подчеркнуть, что зависимость 
 

 constqmq  00 ,                                      (9.46) 
 

следует рассматривать как особенное решение, не содержащееся в об-
щих решениях вида (9.33), (9.27) или (9.24) уравнений типа (9.31). Дей-
ствительно, зависимость (9.46) возникает в качестве альтернативы по 
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отношению к (9.33), если в исходном уравнении (9.31) потребовать, что-
бы множитель в квадратных скобках обращался в нуль: 
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Непосредственный астрономический интерес представляет случай, 

когда центральная масса изменяется со временем, например, по извест-
ному феноменологическому закону Эддингтона-Джинса nmkm  , где k  
и n -константы. В известном смысле полученное решение может также 
служить основой для обсуждения релятивистских аналогов нестацио-
нарной задачи Гильдена-Мещерского [22] в небесной механике тел пе-
ременной массы и ее дальнейшего обобщения с учетом влияния космо-
логического фона де Ситтера. 

 
9.4. Дополнение: Об особенностях первого интеграла  
 в обобщенной проблеме Вайдьи 
 
Рассмотрим вопрос о нахождении функции  m  как первого инте-

грала системы уравнений (9.31), (9.32) [168, 169]:  
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где точкой и штрихом обозначено дифференцирование по времени t  и 
координате r , соответственно, a  и   – постоянные. Условие (9.49) есть 
просто констатация того факта, что  m  и  trmm , . Умножая 
(9.48) на mm  , с учетом (9.49) получим 
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Поскольку Drm  2 , то (9.50) принимает вид: 
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где обозначено: Dmy  . Интегрируя (9.51) по t , с точностью до про-
извольной функции от радиальной координаты  rC  находим искомое 
представление функции  m : 
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При   1rC  имеем приведенное в тексте решение (9.33). При   1rC  и 
для изотропного случая 0a  отсюда следуют известные ранее выраже-
ния для  , [165, 166] и, при 0 , [164]. Случай   1rC  при 0a  рас-
смотрен в [173]. В работе [166] приводятся аргументы в пользу выбора 
  1rC , основанные на замечании, что условие типа (9.36) (при 0a ) 

должно выполняться. Однако из нашего подхода следует, что равенство 
(9.36) можно рассматривать только как следствие прямой подстановки 
(9.33), т.е. функции  m , которая была получена в предположении, что 
  1rC , снова в уравнение (9.31). 

В то же время, рассматривая условия интегрируемости наших урав-
нений поля, можно показать, что для  rC  существуют замкнутые анали-
тические соотношения, из которых явно следует, при каких условиях 
допустим тот или иной выбор  rC .  

Разрешая систему (9.48), (9.49) относительно   и  , получим: 
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Функция (9.52) удовлетворяет уравнению (9.53) тождественно, т.к. (9.53) 
совпадает с (9.50). Точно также   должна удовлетворять и (9.54), но по-
скольку решение в форме (9.52) содержит, вообще говоря, новую функ-
цию  rC  , результатом подстановки (9.52) в (9.54) является следующее 
дифференциальное уравнение первого порядка относительно  rC : 
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где 
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Если не решая (9.55), просто положить   1rC , то из (9.55) в соответст-
вии с (9.56) и (9.57) следует соотношение 
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что совпадает с выражением (9.36) в тексте. Это, разумеется, эквива-
лентно подстановке (9.52) с   1rC  в (9.54). 

Теперь, решая (9.55) с начальным условием   00 CrC  , в общем слу-
чае находим 

 

     .ln
2

exp
0

0

0

0















 














 
r

r

udrr

r

drevDuaCudrrC

r

r                    (9.59) 

 
Отсюда, в частности, при 0a , согласно (9.56) и (9.57) имеем 
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где нулевым индексом отмечены величины при 0rr  . Условие (9.58) при 
0a , то есть 0u , означает, согласно (9.60), что 0CC  . И наоборот, ес-
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ли в (9.59) положить 0CC   , то после дифференцирования по r  найдем 
соотношение 
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что совпадает с (9.58) в случае конкретного выбора 10 C  . Таким обра-
зом, выражения типа (9.58) или (9.61) нельзя считать независимыми 
уравнениями, это лишь частные следствия принятых ограничений на 
функцию  rC .  

В общем случае по смыслу функции  rC  правая часть выражения 
(9.59) и, разумеется, (9.60) не должна зависеть от времени t . При огра-
ничениях типа (9.58), (9.61) данное требование выполняется автоматиче-
ски, так как при этом функция   constrC  . Общее же условие того, что-
бы правая часть в (9.59) не содержала t  , может быть получено как усло-
вие полной интегрируемости [172] системы (9.53), (9.54). Дифференци-
руя тогда (9.53) по r  и (9.54) по t , очевидно, будем иметь 
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Условие (9.62) в соответствии с (9.53), (9.54) приводится к виду: 
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где, как и ранее, 
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Подставляя (9.64) в (9.63) и проделав необходимые вычисления, оконча-
тельно получим: 
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где v  и u  определяются формулами (9.57) и (9.56).  

Тождественное выполнение соотношения (9.65), эквивалентного 
(9.62), является необходимым и достаточным условием того, чтобы сис-
тема (9.53), (9.54) была вполне интегрируема, и, следовательно, чтобы 
правая часть (9.59) не содержала переменную t  явно [172]. Отметим, что 
выражение (9.65) играет важную роль и в том отношении, что оно фак-
тически ограничивает класс допустимых функций  trm , . 

Если же условие (9.65) не выполняется тождественно, то оно опре-
деляет при 0a  функцию 
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которую можно рассматривать как единственное решение системы 
(9.53), (9.54), не содержащее теперь произвольной постоянной. Наконец, 
в случае 0a  условие (9.65) приводит к соотношению, не содержащему 
 : 
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Когда данное условие тождественно выполняется, соответствующую 
систему типа (9.53), (9.54) следует считать вполне интегрируемой и ре-
шать рассмотренным здесь методом. В противном случае (9.67) может 
рассматриваться в качестве дополнительного ограничения на парамет-
рическую функцию  trm , . 

Соотношения (9.65)-(9.67), а также (9.58), (9.61), с помощью (9.56), 
(9.57) можно записать короче. Так, для (9.61) имеем: 

 

 .ln
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Далее, поскольку 

 
   ,2 1 rvrDmv   

находим, что (9.67) тождественно совпадает с производной от (9.56) по 
времени: 
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 ,0u                                                 (9.69) 
 

и, соответственно, (9.65) и (9.66) принимают вид, удобный для дальней-
шего анализа: 
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и, аналогично, 

 
   .12  rvumaurDm                             (9.71) 

 
Запись (9.69) соотношения (9.67) особенно проста. Из нее сразу следует, 
что при 0a  переменная u  может быть функцией только от r : 
 

    .rutconstu   
 
Отсюда, например, при   0ru  получаем условие типа (9.58), (9.61) с 

0a , что и следовало ожидать. Это показывает, что, в частности, из-
вестное соотношение 
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может быть получено и не решая исходных уравнений как одно из след-
ствий условия интегрируемости рассмотренной системы.  
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